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第23讲 列方程解应用题
第24讲 行程问题（一）
第25讲 行程问题（二）
第26讲 行程问题（三）
第27讲 逻辑问题（一）
第28讲 逻辑问题（二）
第29讲 抽屉原理(一)
第30讲 抽屉原理(二)
 第1讲 数字谜（一）
　　数字谜的内容在三年级和四年级都讲过，同学们已经掌握了不少方法。例如用猜想、拼凑、排除、枚举等方法解题。数字谜涉及的知识多，思考性强，所以很能锻炼我们的思维。
　　这两讲除了复习巩固学过的知识外，还要讲述数字谜的代数解法及小数的除法竖式问题。
　　例1 把+，-，×，÷四个运算符号，分别填入下面等式的○内，使等式成立（每个运算符号只准使用一次）：（5○13○7）○（17○9）=12。
　　分析与解：因为运算结果是整数，在四则运算中只有除法运算可能出现分数，所以应首先确定“÷”的位置。
　　当“÷”在第一个○内时，因为除数是13，要想得到整数，只有第二个括号内是13的倍数，此时只有下面一种填法，不合题意。
　　（5÷13-7）×（17+9）。
　　当“÷”在第二或第四个○内时，运算结果不可能是整数。
　　当“÷”在第三个○内时，可得下面的填法：（5+13×7）÷（17-9）=12。
　　例2 将1～9这九个数字分别填入下式中的□中，使等式成立：□□□×□□=□□×□□=5568。
　　解：将5568质因数分解为5568=26×3×29。由此容易知道，将 5568分解为两个两位数的乘积有两种：58×96和64×87，分解为一个两位数与一个三位数的乘积有六种：
　　12×464， 16×348， 24×232，
　　29×192， 32×174， 48×116。
　　显然，符合题意的只有下面一种填法：174×32=58×96=5568。
　　例3 在443后面添上一个三位数，使得到的六位数能被573整除。
　　分析与解：先用443000除以573，通过所得的余数，可以求出应添的三位数。由
　　443000÷573=773……71
　　推知， 443000+（573-71）=443502一定能被573整除，所以应添502。
　　例4 已知六位数33□□44是89的倍数，求这个六位数。
　　分析与解：因为未知的数码在中间，所以我们采用两边做除法的方法求解。
　　先从右边做除法。由被除数的个位是4，推知商的个位是6；由左下式知，十位相减后的差是1，所以商的十位是9。这时，虽然89×96=8544，但不能认为六位数中间的两个□内是85，因为还没有考虑前面两位数。
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　　再从左边做除法。如右上式所示，a可能是6或7，所以b只可能是7或8。
　　由左、右两边做除法的商，得到商是3796或3896。由3796×89=337844， 3896×89=346744
　　知，商是3796，所求六位数是337844。
　　例5 在左下方的加法竖式中，不同的字母代表不同的数字，相同的字母代表相同的数字，请你用适当的数字代替字母，使加法竖式成立。
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　　分析与解：先看竖式的个位。由Y+N+N=Y或Y+ 10，推知N要么是0，要么是5。如果N=5，那么要向上进位，由竖式的十位加法有T+E+E+1=T或T+10，等号两边的奇偶性不同，所以N≠5，N=0。
　　此时，由竖式的十位加法T+E+E=T或T+10， E不是0就是5，但是N=0，所以E=5。
　　竖式千位、万位的字母与加数的千位、万位上的字母不同，说明百位、千位加法都要向上进位。因为N=0，所以I≠0，推知I=1，O=9，说明百位加法向千位进2。
　　再看竖式的百位加法。因为十位加法向百位进1，百位加法向千位进2，且X≠0或1，所以R+T+T+1≥22，再由R，T都不等于9知，T只能是7或8。
　　若T=7，则R=8，X=3，这时只剩下数字2，4，6没有用过，而S只比F大1，S，F不可能是2，4，6中的数，矛盾。
　　若T=8，则R只能取6或7。R=6时，X=3，这时只剩下2，4，7，同上理由，出现矛盾；R=7时，X=4，剩下数字2，3，6，可取F=2，S=3，Y=6。
　　所求竖式见上页右式。
　　解这类题目，往往要找准突破口，还要整体综合研究，不能想一步填一个数。这个题目是美国数学月刊上刊登的趣题，竖式中从上到下的四个词分别是 40， 10， 10， 60，而 40+10+10正好是60，真是巧极了！
　　例6 在左下方的减法算式中，每个字母代表一个数字，不同的字母代表不同的数字。请你填上适当的数字，使竖式成立。
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　　分析与解：按减法竖式分析，看来比较难。同学们都知道，加、减法互为逆运算，是否可以把减法变成加法来研究呢（见右上式）？不妨试试看。
　　因为百位加法只能向千位进1，所以E=9，A=1，B=0。
　　如果个位加法不向上进位，那么由十位加法1+F=10，得F=9，与E=9矛盾，所以个位加法向上进1，由1+F+1=10，得到F=8，这时C=7。余下的数字有2，3，4，5，6，由个位加法知，G比D大2，所以G，D分别可取4，2或5，3或6，4。
　　所求竖式是
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　　解这道题启发我们，如果做题时遇到麻烦，不妨根据数学的有关概念、法则、定律把原题加以变换，将不熟悉的问题变为熟悉的问题。另外，做题时要考虑解的情况，是否有多个解。
 练习1
　　1.在一个四位数的末尾添零后，把所得的数减去原有的四位数，差是621819，求原来的四位数。
　　2.在下列竖式中，不同的字母代表不同的数字，相同的字母代表相同的数字。请你用适当的数字代替字母，使竖式成立：
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　　3.在下面的算式中填上括号，使得计算结果最大：1÷2÷3÷4÷5÷6÷7÷8÷9。
　　4.在下面的算式中填上若干个（ ），使得等式成立：1÷2÷3÷4÷5÷6÷7÷8÷9=2.8。
　　5.将1～9分别填入下式的□中，使等式成立：□□×□□=□□×□□□=3634。
　　6.六位数391□□□是789的倍数，求这个六位数。
　　7.已知六位数7□□888是83的倍数，求这个六位数。
 第2讲 数字谜（二）
    这一讲主要讲数字谜的代数解法及小数的除法竖式问题。
　　例1 在下面的算式中，不同的字母代表不同的数字，相同的字母代表相
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　分析与解：这道题可以从个位开始，比较等式两边的数，逐个确定各个
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　　（100000+x）×3=10x+1，
　　　　　300000+3x=10x+1，
　　 　　　　　　7x=299999，
　　　　　　　　　x=42857。
　　这种代数方法干净利落，比用传统方法解简洁。我们再看几个例子。
　　例2 在□内填入适当的数字，使左下方的乘法竖式成立。
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　　求竖式。
　　例3 左下方的除法竖式中只有一个8，请在□内填入适当的数字，使除法竖式成立。
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　　解：竖式中除数与8的积是三位数，而与商的百位和个位的积都是四位
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数，所以x=112，被除数为989×112=110768。右上式为所求竖式。
　　代数解法虽然简洁，但只适用于一些特殊情况，大多数情况还要用传统的方法。
　　例4 在□内填入适当数字，使下页左上方的小数除法竖式成立。
　　分析与解：先将小数除法竖式化为我们较熟悉的整数除法竖式（见下页右上方竖式）。可以看出，除数与商的后三位数的乘积是1000=23×53的倍数，即除数和商的后三位数一个是23=8的倍数，另一个是53=125的奇数倍，因为除数是两位数，所以除数是8的倍数。又由竖式特点知a=9，从而除数应是96
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　　的两位数的约数，可能的取值有96，48，32，24和16。因为，c=5，5与除数的乘积仍是两位数，所以除数只能是16，进而推知b=6。因为商的后三位数是125的奇数倍，只能是125，375，625和875之一，经试验只能取375。至此，已求出除数为16，商为6.375，故被除数为6.375×16=102。右式即为所求竖式。
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　　求解此类小数除法竖式题，应先将其化为整数除法竖式，如果被除数的末尾出现n个0，则在除数和商中，一个含有因子2n（不含因子5），另一个含有因子5n（不含因子2），以此为突破口即可求解。
　　例5 一个五位数被一个一位数除得到下页的竖式（1），这个五位数被另一个一位数除得到下页的竖式（2），求这个五位数。
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　　分析与解：由竖式（1）可以看出被除数为10**0（见竖式（1）'），竖式（1）的除数为3或9。在竖式（2）中，被除数的前两位数10不能被整数整除，故除数不是2或5，而被除数的后两位数*0能被除数整除，所以除数是4，6或8。
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　　当竖式（1）的除数为3时，由竖式（1）'知， a=1或2，所以被除数为100*0或101*0，再由竖式（2）中被除数的前三位数和后两位数分别能被除数整除，可得竖式（2）的除数为4，被除数为10020；
　　当竖式（1）的除数为9时，由能被9整除的数的特征，被除数的百位与十位数字之和应为8。因为竖式（2）的除数只能是4，6，8，由竖式（2）知被除数的百位数为偶数，故被除数只有10080，10260，10440和10620四种可能，最后由竖式（2）中被除数的前三位数和后两位数分别能被除数整除，且十位数不能被除数整除，可得竖式（2）的除数为8，被除数为10440。
　　所以这个五位数是10020或10440。
　 练习2
　　1.下面各算式中，相同的字母代表相同的数字，不同的字母代表不同的
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　　2.用代数方法求解下列竖式：
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　　3.在□内填入适当的数字，使下列小数除法竖式成立：
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 第3讲 定义新运算（一）
　　我们已经学习过加、减、乘、除运算，这些运算，即四则运算是数学中最基本的运算，它们的意义、符号及运算律已被同学们熟知。除此之外，还会有什么别的运算吗？这两讲我们就来研究这个问题。这些新的运算及其符号，在中、小学课本中没有统一的定义及运算符号，但学习讨论这些新运算，对于开拓思路及今后的学习都大有益处。
　　例1 对于任意数a，b，定义运算“*”：　a*b=a×b-a-b。
　　求12*4的值。
　　分析与解：根据题目定义的运算要求，直接代入后用四则运算即可。
12*4=12×4-12-4=48-12-4=32。
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根据以上的规定，求10△6

的值。　[image: image29.jpg]B 10A6=10X3-6X %:303:2%
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3，x>=2，求x的值。
　　分析与解：按照定义的运算，
　　<1，2，3，x>=2，
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　　x=6。
　　由上面三例看出，定义新运算通常是用某些特殊符号表示特定的运算意义。新运算使用的符号应避免使用课本上明确定义或已经约定俗成的符号，如+，-，×，÷，＜，＞等，以防止发生混淆，而表示新运算的运算意义部分，应使用通常的四则运算符号。如例1中，a*b=a×b-a-b，新运算符号使用“*”，而等号右边新运算的意义则用四则运算来表示。
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　　分析与解：按新运算的定义，符号“⊙”表示求两个数的平均数。
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　　四则运算中的意义相同，即先进行小括号中的运算，再进行小括号外面的运算。
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　按通常的规则从左至右进行运算。
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　　分析与解：从已知的三式来看，运算“[image: image44.jpg]


”表示几个数相加，每个加数各数位上的数都是符号前面的那个数，而符号后面的数是几，就表示几个数之和，其中第1个数是1位数，第2个数是2位数，第3个数是3位数……按此规定，得
3[image: image45.jpg]


5=3+33+333+3333+33333=37035。
　　从例5知，有时新运算的规定不是很明显，需要先找规律，然后才能进行运算。
　　例6 对于任意自然数，定义：n！=1×2×… ×n。
　　例如 4！=1×2×3×4。那么1！+2！+3！+…+100！的个位数字是几？
　　分析与解：1！=1，
　　2！=1×2=2，
　　3！=1×2×3=6，
　　4！=1×2×3×4=24，
　　5！=1×2×3×4×5=120，
　　6！=1×2×3×4×5×6=720，
　　……
　　由此可推知，从5！开始，以后6！，7！，8！，…，100！的末位数字都是0。
　　所以，要求1！+2！+3！+…+100！的个位数字，只要把1！至4！的个位数字相加便可求得：1+2+6+4=13。所求的个位数字是3。
　　例7 如果m，n表示两个数，那么规定：m¤n=4n-（m+n）÷2。
　　求3¤（4¤6）¤12的值。
　　解：3¤（4¤6）¤12
　　=3¤[4×6-（4+6）÷2]¤12
　　=3¤19¤12
　　=[4×19-（3+19）÷2]¤12
　　=65¤12
　　=4×12-（65+12）÷2
　　=9.5。
　练习3
1.对于任意的两个数a和b，规定a*b=3×a-b÷3。求8*9的值。
2.已知a[image: image46.jpg]


b表示a除以3的余数再乘以b，求13[image: image47.jpg]


4的值。
3.已知a[image: image48.jpg]


b表示（a-b）÷（a+b），试计算：（5[image: image49.jpg]
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（10[image: image51.jpg]


6）。
4.规定a◎b表示a与b的积与a除以b所得的商的和，求8◎2的值。
　　5.假定m◇n表示m的3倍减去n的2倍，即　m◇n=3m-2n。
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（2）已知x◇（4◇1）=7，求x的值。
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　　7.对于任意的两个数P， Q，规定 P☆Q=（P×Q）÷4。例如：2☆8=（2×8）÷4。已知x☆（8☆5）=10，求x的值。
　　8.定义： a△b=ab-3b，a[image: image58.jpg]


b=4a-b/a。计算：（4△3）△（2[image: image59.jpg]


b）。
　9.已知： 2[image: image60.jpg]


3=2×3×4，
　4[image: image61.jpg]


5=4×5×6×7×8，……
　求（4[image: image62.jpg]


4）÷（3[image: image63.jpg]


3）的值。
　

 第4讲 定义新运算（二）
　　例1 已知a※b=（a+b）-（a-b），求9※2的值。
　　分析与解：这是一道很简单的题，把a=9，b=2代入新运算式，即可算出结果。但是，根据四则运算的法则，我们可以先把新运算“※”化简，再求结果。
　　a※b=（a+b）-（a-b）
　　=a+b-a+b=2b。
　　所以，9※2=2×2=4。
　　由例1可知，如果定义的新运算是用四则混合运算表示，那么在符合四则混合运算的性质、法则的前提下，不妨先化简表示式。这样，可以既减少运算量，又提高运算的准确度。
　　例2 定义运算：a⊙b=3a+5ab+kb，
　　其中a，b为任意两个数，k为常数。比如：2⊙7=3×2+5×2×7+7k。
　　（1）已知5⊙2=73。问：8⊙5与5⊙8的值相等吗？
　　（2）当k取什么值时，对于任何不同的数a，b，都有a⊙b=b⊙a，
　　即新运算“⊙”符合交换律？
　　分析与解：（1）首先应当确定新运算中的常数k。因为5⊙2=3×5+5×5×2+k×2
　　 =65+2k，
　　所以由已知 5⊙2=73，得65+2k=73，求得k=（73-65）÷2=4。定义的新运算是：a⊙b=3a+5ab+4b。
　　8⊙5=3×8+5×8×5+4×5=244，
　　5⊙8=3×5+5×5×8+4×8=247。
　　因为244≠247，所以8⊙5≠5⊙8。
　　（2）要使a⊙b=b⊙a，由新运算的定义，有
　　3a+5ab+kb=3b+5ab+ka，
　　3a+kb-3b-ka=0，
　　3×(a-b)-k(a-b)=0，
　　(3-k)(a-b)=0。
　　对于两个任意数a，b，要使上式成立，必有3-k=0，即k=3。
　　当新运算是a⊙b=3a+5ab+3b时，具有交换律，即　a⊙b=b⊙a。
　　例3 对两个自然数a和b，它们的最小公倍数与最大公约数的差，定义为a☆b，即a☆b=[a，b]-（a，b）。
　　比如，10和14的最小公倍数是70，最大公约数是2，那么10☆14=70-2=68。
　　（1）求12☆21的值；
　　（2）已知6☆x=27，求x的值。
　　分析与解：（1）12☆21=[12，21]-（12，21）=84-3=81；
　　（2）因为定义的新运算“☆”没有四则运算表达式，所以不能直接把数代入表达式求x，只能用推理的方法。
　　因为6☆x=[6，x]-（6，x）=27，而6与x的最大公约数（6，x）只能是1，2，3，6。所以6与x的最小公倍数[6，x]只能是28， 29， 30， 33。这四个数中只有 30是 6的倍数，所以 6与x的最小公倍数和最大公约数分别是30和3。因为a×b=[a，b]×（a，b），
　　所以6×x=30×3，由此求得x=15。
　　例4 a表示顺时针旋转90°，b表示顺时针旋转180°，c表示逆时针旋转90°，d表示不转。定义运算“◎”表示“接着做”。求：a◎b；b◎c；c◎a。
　　分析与解： a◎b表示先顺时针转90°，再顺时针转180°，等于顺时针转270°，也等于逆时针转90°，所以a◎b=c。
　　b◎c表示先顺时针转180°，再逆时针转90°，等于顺时针转90°，所以b◎c=a。
　　c◎a表示先逆时针转90°，再顺时针转90°，等于没转动，所以c◎a=d。
　　对于a，b，c，d四种运动，可以做一个关于“◎”的运算表（见下表）。比如c◎b，由c所在的行和b所在的列，交叉处a就是c◎b的结果。因为运算◎符合交换律，所以由c所在的列和b所在的行也可得到相同的结果。
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　　例5 对任意的数a，b，定义：f（a）=2a+1， g（b）=b×b。
　　（1）求f（5）-g（3）的值；
　　（2）求f（g（2））+g（f（2））的值；
　　（3）已知f（x+1）=21，求x的值。
　　解：（1） f（5）-g（3）=（2×5+1）-（3×3）=2；
　　（2）f（g（2））+g（f（2））
　　 =f（2×2）+g（2×2+1）
　　 =f（4）+g（5）=（2×4+1）+（5×5）=34；
　　（3）f（x+1）=2×（x+1）+1=2x+3，
　　由f（x+1）=21，知2x+3=21，解得x=9。
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 2.定义两种运算“※”和“△”如下：
　　a※b表示a，b两数中较小的数的3倍，
　　a△b表示a，b两数中较大的数的2.5倍。
　　比如：4※5=4×3=12，4△5=5×2.5=12.5。
　　计算：[(0.6※0.5)+(0.3△0.8)]÷[(1.2※0.7)-(0.64△0.2)]。
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　　4.设m，n是任意的自然数，A是常数，定义运算m⊙n=（A×m-n）÷4，
　　并且2⊙3=0.75。试确定常数A，并计算：（5⊙7）×（2⊙2）÷（3⊙2）。
　　5.用a，b，c表示一个等边三角形围绕它的中心在同一平面内所作的旋转运动：
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　　a表示顺时针旋转240°，
　　b表示顺时针旋转120°，
　　c表示不旋转。
　　运算“∨”表示“接着做”。试以a，b，c为运算对象做运算表。
　　6.对任意两个不同的自然数a和b，较大的数除以较小的数，余数记为a[image: image68.jpg]
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20=0。
　　（1）计算：1998[image: image72.jpg]
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95）；
　　（2）已知11[image: image77.jpg]


x=4，x小于20，求x的值。
　　7.对于任意的自然数a，b，定义：f（a）=a×a-1，g（b）=b÷2+1。
（1）求f（g（6））-g（f（3））的值；
（2）已知f（g（x））=8，求x的值。
　第5讲 数的整除性（一）
　　三、四年级已经学习了能被2，3，5和4，8，9，6以及11整除的数的特征，也学习了一些整除的性质。这两讲我们系统地复习一下数的整除性质，并利用这些性质解答一些问题。
　　数的整除性质主要有：
　　（1）如果甲数能被乙数整除，乙数能被丙数整除，那么甲数能被丙数整除。
　　（2）如果两个数都能被一个自然数整除，那么这两个数的和与差都能被这个自然数整除。
　　（3）如果一个数能分别被几个两两互质的自然数整除，那么这个数能被这几个两两互质的自然数的乘积整除。
　　（4）如果一个质数能整除两个自然数的乘积，那么这个质数至少能整除这两个自然数中的一个。
　　（5）几个数相乘，如果其中一个因数能被某数整除，那么乘积也能被这个数整除。
　　灵活运用以上整除性质，能解决许多有关整除的问题。
　　例1 在□里填上适当的数字，使得七位数□7358□□能分别被9，25和8整除。
　　分析与解：分别由能被9，25和8整除的数的特征，很难推断出这个七位数。因为9，25，8两两互质，由整除的性质（3）知，七位数能被 9×25×8=1800整除，所以七位数的个位，十位都是0；再由能被9整除的数的特征，推知首位数应填4。这个七位数是4735800。
　　例2 由2000个1组成的数111…11能否被41和271这两个质数整除？
　　分析与解：因为41×271=11111，所以由每5个1组成的数11111能被41和271整除。按“11111”把2000个1每五位分成一节， 2000÷5=400，就有400节，
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　　因为2000个1组成的数11…11能被11111整除，而11111能被41和271整除，所以根据整除的性质（1）可知，由2000个1组成的数111…11能被41和271整除。
　　例3 现有四个数：76550，76551，76552，76554。能不能从中找出两个数，使它们的乘积能被12整除？
　　分析与解：根据有关整除的性质，先把12分成两数之积：12=12×1=6×2=3×4。
　　要从已知的四个数中找出两个，使其积能被12整除，有以下三种情况：
　　（1）找出一个数能被12整除，这个数与其它三个数中的任何一个的乘积都能被12整除；
　　（2）找出一个数能被6整除，另一个数能被2整除，那么它们的积就能被12整除；
　　（3）找出一个数能被4整除，另一个数能被3整除，那么它们的积能被12整除。
　　容易判断，这四个数都不能被12整除，所以第（1）种情况不存在。
　　对于第（2）种情况，四个数中能被6整除的只有76554，而76550，76552是偶数，所以可以选76554和76550，76554和76552。
　　对于第（3）种情况，四个数中只有76552能被4整除，76551和76554都能被3整除，所以可以选76552和76551，76552和76554。
　　综合以上分析，去掉相同的，可知两个数的乘积能被12整除的有以下三组数：76550和76554， 76552和76554， 76551和 76552。
　　例4 在所有五位数中，各位数字之和等于43且能够被11整除的数有哪些？
　　分析与解：从题设的条件分析，对所求五位数有两个要求：
　　①各数位上的数字之和等于43；
　　②能被11整除。
　　因为能被11整除的五位数很多，而各数位上的数字之和等于43的五位数较少，所以应选择①为突破口。有两种情况：
　（1）五位数由一个7和四个9组成；
　（2）五位数由两个8和三个9组成。
　　上面两种情况中的五位数能不能被11整除？9，8，7如何摆放呢？根据被11整除的数的特征，如果奇数位数字之和是27，偶数位数字之和是16，那么差是11，就能被11整除。满足这些要求的五位数是： 97999，99979， 98989。
　　例5 能不能将从1到10的各数排成一行，使得任意相邻的两个数之和都能被3整除？
　　分析与解：10个数排成一行的方法很多，逐一试验显然行不通。我们采用反证法。
　　假设题目的要求能实现。那么由题意，从前到后每两个数一组共有5组，每组的两数之和都能被3整除，推知1～10的和也应能被3整除。实际上，1～10的和等于55，不能被3整除。这个矛盾说明假设不成立，所以题目的要求不能实现。
　　 练习5
　　1.已知4205和2813都是29的倍数，1392和7018是不是29的倍数？
　　2.如果两个数的和是64，这两个数的积可以整除4875，那么这两个数的差是多少？
　　3.173□是个四位数。数学老师说：“我在这个□中先后填入3个数字，所得到的 3个四位数，依次可以被9，11，6整除。”问：数学老师先后填入的3个数字之和是多少？[image: image79.jpg]4. A1~ 6 A MEFRAE— NN abedef, HPPFNFEERRI~6H
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班有多少名学生？
　　6.能不能将从1到9的各数排成一行，使得任意相邻的两个数之和都能被3整除？
　

 第6讲 数的整除性（二）
　　我们先看一个特殊的数——1001。因为1001=7×11×13，所以凡是1001的整数倍的数都能被7，11和13整除。
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能被7，11和13整除的数的特征：
　　如果数A的末三位数字所表示的数与末三位数以前的数字所表示的数之差（大数减小数）能被7或11或13整除，那么数A能被7或11或13整除。否则，数A就不能被7或11或13整除。
　　例2 判断306371能否被7整除？能否被13整除？
　　解：因为371-306=65，65是13的倍数，不是7的倍数，所以306371能被13整除，不能被7整除。
　　例3 已知10□8971能被13整除，求□中的数。
　　解：10□8-971=1008-971+□0=37+□0。
　　上式的个位数是7，若是13的倍数，则必是13的9倍，由13×9-37=80，推知□中的数是8。
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2位数进行改写。根据十进制数的意义，有[image: image94.jpg]abbax 100010001




　　因为100010001各数位上数字之和是3，能够被3整除，所以这个12位数能被3整除。
　　根据能被7（或13）整除的数的特征，100010001与（100010-1=） 100009要么都能被7（或13）整除，要么都不能被7（或13）整除。
　　同理， 100009与（ 100-9=）91要么都能被7（或13）整除，要么都不能被7（或13）整除。
　　因为91=7×13，所以100010001能被7和13整除，推知这个12位数能被7和13整除。
　　[image: image95.jpg]BistnFariz#yss - SO0 oREM TR, AL HIEARNMHEFRNL
T @t



[image: image96.jpg]BistnFariz#yss - SO0 oREM TR, AL HIEARNMHEFRNL
T @t




　　分析与解：根据能被7整除的数的特征，555555与999999都能被7
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　　因为上式中等号左边的数与等号右边第一个数都能被7整除，所以等号右边第二个数也能被7整除，推知55□99能被7整除。根据能被7整除的数的特征，□99-55=□44也应能被7整除。由□44能被7整除，易知□内应是6。
　　下面再告诉大家两个判断整除性的小窍门。
　　判断一个数能否被27或37整除的方法：
　　对于任何一个自然数，从个位开始，每三位为一节将其分成若干节，然后将每一节上的数连加，如果所得的和能被27（或37）整除，那么这个数一定能被27（或37）整除；否则，这个数就不能被27（或37）整除。
　　例6 判断下列各数能否被27或37整除：
　　（1）2673135；（2）8990615496。
　　解：（1） 2673135=2，673，135，2+673+135=810。
　　因为810能被27整除，不能被37整除，所以2673135能被27整除，不能被37整除。
　　（2）8990615496=8，990，615，496，8+990+615+496=2，109。
　　2，109大于三位数，可以再对2，109的各节求和，2+109=111。
　　因为111能被37整除，不能被27整除，所以2109能被37整除，不能被27整除，进一步推知8990615496能被37整除，不能被27整除。
　　由上例看出，若各节的数之和大于三位数，则可以再连续对和的各节求和。
　　判断一个数能否被个位是9的数整除的方法：
　　为了叙述方便，将个位是9的数记为 k9（= 10k+9），其中k为自然数。
　　对于任意一个自然数，去掉这个数的个位数后，再加上个位数的（k+1）倍。连续进行这一变换。如果最终所得的结果等于k9，那么这个数能被k9整除；否则，这个数就不能被k9整除。
　　例7 （1）判断18937能否被29整除；
　　（2）判断296416与37289能否被59整除。
　　解：（1）上述变换可以表示为：
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　　由此可知，296416能被59整除，37289不能被59整除
　　。一般地，每进行一次变换，被判断的数的位数就将减少一位。当被判断的数变换到小于除数时，即可停止变换，得出不能整除的结论。
　　 

 练习6
　　1.下列各数哪些能被7整除？哪些能被13整除？
　　88205， 167128， 250894， 396500，
　　675696， 796842， 805532， 75778885。
　　2.六位数175□62是13的倍数。□中的数字是几？
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　　7.九位数8765□4321能被21整除，求中间□中的数。
　　8.在下列各数中，哪些能被27整除？哪些能被37整除？
　　1861026， 1884924， 2175683， 2560437，
　　11159126，131313555，266117778。
　　9.在下列各数中，哪些能被19整除？哪些能被79整除？
　　55119， 55537， 62899， 71258，
　　186637，872231，5381717。
　

 第7讲 奇偶性（一）
　　整数按照能不能被2整除，可以分为两类：
（1）能被2整除的自然数叫偶数，例如
　　0， 2， 4， 6， 8， 10， 12， 14， 16，…
（2）不能被2整除的自然数叫奇数，例如
　　1，3，5，7，9，11，13，15，17，…
整数由小到大排列，奇、偶数是交替出现的。相邻两个整数大小相差1，所以肯定是一奇一偶。因为偶数能被2整除，所以偶数可以表示为2n的形式，其中n为整数；因为奇数不能被2整除，所以奇数可以表示为2n+1的形式，其中n为整数。
每一个整数不是奇数就是偶数，这个属性叫做这个数的奇偶性。奇偶数有如下一些重要性质：
　（1）两个奇偶性相同的数的和（或差）一定是偶数；两个奇偶性不同的数的和（或差）一定是奇数。反过来，两个数的和（或差）是偶数，这两个数奇偶性相同；两个数的和（或差）是奇数，这两个数肯定是一奇一偶。
　（2）奇数个奇数的和（或差）是奇数；偶数个奇数的和（或差）是偶数。任意多个偶数的和（或差）是偶数。
　（3）两个奇数的乘积是奇数，一个奇数与一个偶数的乘积一定是偶数。
　　（4）若干个数相乘，如果其中有一个因数是偶数，那么积必是偶数；如果所有因数都是奇数，那么积就是奇数。反过来，如果若干个数的积是偶数，那么因数中至少有一个是偶数；如果若干个数的积是奇数，那么所有的因数都是奇数。
　　（5）在能整除的情况下，偶数除以奇数得偶数；偶数除以偶数可能得偶数，也可能得奇数。奇数肯定不能被偶数整除。
　　（6）偶数的平方能被4整除；奇数的平方除以4的余数是1。
　　因为（2n）2=4n2=4×n2，所以（2n）2能被4整除；
　　因为（2n+1）2=4n2+4n+1=4×（n2+n）+1，所以（2n+1）2除以4余1。
　　（7）相邻两个自然数的乘积必是偶数，其和必是奇数。
　　（8）如果一个整数有奇数个约数（包括1和这个数本身），那么这个数一定是平方数；如果一个整数有偶数个约数，那么这个数一定不是平方数。
　　整数的奇偶性能解决许多与奇偶性有关的问题。有些问题表面看来似乎与奇偶性一点关系也没有，例如染色问题、覆盖问题、棋类问题等，但只要想办法编上号码，成为整数问题，便可利用整数的奇偶性加以解决。
　　例1下式的和是奇数还是偶数？
　　1+2+3+4+…+1997+1998。
　　分析与解：本题当然可以先求出算式的和，再来判断这个和的奇偶性。但如果能不计算，直接分析判断出和的奇偶性，那么解法将更加简洁。根据奇偶数的性质（2），和的奇偶性只与加数中奇数的个数有关，与加数中的偶数无关。1～1998中共有999个奇数，999是奇数，奇数个奇数之和是奇数。所以，本题要求的和是奇数。
　　例2 能否在下式的□中填上“+”或“-”，使得等式成立？
　1□2□3□4□5□6□7□8□9=66。
　　分析与解：等号左端共有9个数参加加、减运算，其中有5个奇数，4个偶数。5个奇数的和或差仍是奇数，4个偶数的和或差仍是偶数，因为“奇数+偶数=奇数”，所以题目的要求做不到。
　　例3 任意给出一个五位数，将组成这个五位数的5个数码的顺序任意改变，得到一个新的五位数。那么，这两个五位数的和能不能等于99999？
　　分析与解：假设这两个五位数的和等于99999，则有下式：
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　　其中组成两个加数的5个数码完全相同。因为两个个位数相加，和不会大于 9+9=18，竖式中和的个位数是9，所以个位相加没有向上进位，即两个个位数之和等于9。同理，十位、百位、千位、万位数字的和也都等于9。所以组成两个加数的10个数码之和等于 9+9+9+9+9=45，是奇数。
　　另一方面，因为组成两个加数的5个数码完全相同，所以组成两个加数的10个数码之和，等于组成第一个加数的5个数码之和的2倍，是偶数。
　　奇数≠偶数，矛盾的产生在于假设这两个五位数的和等于99999，所以假设不成立，即这两个数的和不能等于99999。
　　例4 在一次校友聚会上，久别重逢的老同学互相频频握手。请问：握过奇数次手的人数是奇数还是偶数？请说明理由。
　　分析与解：通常握手是两人的事。甲、乙两人握手，对于甲是握手1次，对于乙也是握手1次，两人握手次数的和是2。所以一群人握手，不论人数是奇数还是偶数，握手的总次数一定是偶数。
　　把聚会的人分成两类：A类是握手次数是偶数的人，B类是握手次数是奇数的人。
　　A类中每人握手的次数都是偶数，所以A类人握手的总次数也是偶数。又因为所有人握手的总次数也是偶数，偶数-偶数=偶数，所以B类人握手的总次数也是偶数。
　　握奇数次手的那部分人即B类人的人数是奇数还是偶数呢？如果是奇数，那么因为“奇数个奇数之和是奇数”，所以得到B类人握手的总次数是奇数，与前面得到的结论矛盾，所以B类人即握过奇数次手的人数是偶数。
　　例5 五（2）班部分学生参加镇里举办的数学竞赛，每张试卷有50道试题。评分标准是：答对一道给3分，不答的题，每道给1分，答错一道扣1分。试问：这部分学生得分的总和能不能确定是奇数还是偶数？
　　分析与解：本题要求出这部分学生的总成绩是不可能的，所以应从每个人得分的情况入手分析。因为每道题无论答对、不答或答错，得分或扣分都是奇数，共有50道题，50个奇数相加减，结果是偶数，所以每个人的得分都是偶数。因为任意个偶数之和是偶数，所以这部分学生的总分必是偶数。
　　 练习7
　　1.能否从四个3、三个5、两个7中选出5个数，使这5个数的和等于22？
　　2.任意交换一个三位数的数字，得一个新的三位数，一位同学将原三位数与新的三位数相加，和是999。这位同学的计算有没有错？
　　3.甲、乙两人做游戏。任意指定七个整数（允许有相同数），甲将这七个整数以任意的顺序填在下图第一行的方格内，乙将这七个整数以任意的顺序填在图中的第二行方格里，然后计算出所有同一列的两个数的差（大数减小数），再将这七个差相乘。游戏规则是：若积是偶数，则甲胜；若积是奇数，则乙胜。请说明谁将获胜。
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　　4.某班学生毕业后相约彼此通信，每两人间的通信量相等，即甲给乙写几封信，乙也要给甲写几封信。问：写了奇数封信的毕业生人数是奇数还是偶数？
　　5.A市举办五年级小学生“春晖杯”数学竞赛，竞赛题30道，记分方法是：底分15分，每答对一道加5分，不答的题，每道加1分，答错一道扣1分。如果有333名学生参赛，那么他们的总得分是奇数还是偶数？
　6.把下图中的圆圈任意涂上红色或蓝色。是否有可能使得在同一条直线上的红圈数都是奇数？试讲出理由。
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　　7.红星影院有1999个座位，上、下午各放映一场电影。有两所学校各有1999名学生包场看这两场电影，那么一定有这样的座位，上、下午在这个座位上坐的是两所不同学校的学生，为什么？ 
 第8讲 奇偶性（二） 

　　例1用0～9这十个数码组成五个两位数，每个数字只用一次，要求它们的和是奇数，那么这五个两位数的和最大是多少？
　　分析与解：有时题目的要求比较多，可先考虑满足部分要求，然后再调整，使最后结果达到全部要求。
　　这道题的几个要求中，满足“和最大”是最容易的。暂时不考虑这五个数的和是奇数的要求。
　　要使组成的五个两位数的和最大，应该把十个数码中最大的五个分别放在十位上，即十位上放5，6，7，8，9，而个位上放0，1，2，3，4。根据奇数的定义，这样组成的五个两位数中，有两个是奇数，即个位是1和3的两个两位数。
　　要满足这五个两位数的和是奇数，根据奇、偶数相加减的运算规律，这五个数中应有奇数个奇数。现有两个奇数，即个位数是1，3的两位数。所以五个数的和是偶数，不合要求，必须调整。调整的方法是交换十位与个位上的数字。要使五个数有奇数个奇数，并且五个数的和尽可能最大，只要将个位和十位上的一个奇数与一个偶数交换，并且交换的两个的数码之差尽可能小，由此得到交换5与4的位置。满足题设要求的五个两位数的十位上的数码是4，6，7，8，9，个位上的数码是0，1，2，3，5，所求这五个数的和是（4+6+7+8+9）×10+（0+1+2+3+5）=351。
　　例2 7只杯子全部杯口朝上放在桌子上，每次翻转其中的2只杯子。能否经过若干次翻转，使得7只杯子全部杯口朝下？
　　分析与解：盲目的试验，可能总也找不到要领。如果我们分析一下每次翻转后杯口朝上的杯子数的奇偶性，就会发现问题所在。一开始杯口朝上的杯子有7只，是奇数；第一次翻转后，杯口朝上的变为5只，仍是奇数；再继续翻转，因为只能翻转两只杯子，即只有两只杯子改变了上、下方向，所以杯口朝上的杯子数仍是奇数。类似的分析可以得到，无论翻转多少次，杯口朝上的杯子数永远是奇数，不可能是偶数0。也就是说，不可能使7只杯子全部杯口朝下。
　　例3 有m（m≥2）只杯子全部口朝下放在桌子上，每次翻转其中的（m-1）只杯子。经过若干次翻转，能使杯口全部朝上吗？
　　分析与解：当m是奇数时，（m-1）是偶数。由例2的分析知，如果每次翻转偶数只杯子，那么无论经过多少次翻转，杯口朝上（下）的杯子数的奇偶性不会改变。一开始m只杯子全部杯口朝下，即杯口朝下的杯子数是奇数，每次翻转（m-1）即偶数只杯子。无论翻转多少次，杯口朝下的杯子数永远是奇数，不可能全部朝上。
　　当m是偶数时，（m-1）是奇数。为了直观，我们先从m= 4的情形入手观察，在下表中用∪表示杯口朝上，∩表示杯口朝下，每次翻转3只杯子，保持不动的杯子用*号标记。翻转情况如下：
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　　由上表看出，只要翻转4次，并且依次保持第1，2，3，4只杯子不动，就可达到要求。一般来说，对于一只杯子，要改变它的初始状态，需要翻奇数次。对于m只杯子，当m是偶数时，因为（m-1）是奇数，所以每只杯子翻转（m-1）次，就可使全部杯子改变状态。要做到这一点，只需要翻转m次，并且依次保持第1，2，…，m只杯子不动，这样在m次翻转中，每只杯子都有一次没有翻转，即都翻转了（m-1）次。
综上所述：m只杯子放在桌子上，每次翻转（m-1）只。当m是奇数时，无论翻转多少次，m只杯子不可能全部改变初始状态；当m是偶数时，翻转m次，可以使m只杯子全部改变初始状态。
　　例4 一本论文集编入15篇文章，这些文章排版后的页数分别是1，2，3，…，15页。如果将这些文章按某种次序装订成册，并统一编上页码，那么每篇文章的第一面是奇数页码的最多有几篇？
　　分析与解：可以先研究排版一本书，各篇文章页数是奇数或偶数时的规律。一篇有奇数页的文章，它的第一面和最后一面所在的页码的奇偶性是相同的，即排版奇数页的文章，第一面是奇数页码，最后一面也是奇数页码，而接下去的另一篇文章的第一面是排在偶数页码上。一篇有偶数页的文章，它的第一面和最后一面所在的页码的奇偶性是相异的，即排版偶数页的文章，第一面是奇（偶）数页码，最后一面应是偶（奇）数页码，而紧接的另一篇文章的第一面又是排在奇（偶）数页码上。
　　以上说明本题的解答主要是根据奇偶特点来处理。
　　题目要求第一面排在奇数页码的文章尽量多。首先考虑有偶数页的文章，只要这样的第一篇文章的第一面排在奇数页码上（如第1页），那么接着每一篇有偶数页的文章都会是第一面排在奇数页码上，共有7篇这样的文章。然后考虑有奇数页的文章，第一篇的第一面排在奇数页码上，第二篇的第一面就会排在偶数页码上，第三篇的第一面排在奇数页码上，如此等等。在8篇奇数页的文章中，有4篇的第一面排在奇数页码上。因此最多有7+4=11（篇）文章的第一面排在奇数页码上。
　　例5 有大、小两个盒子，其中大盒内装1001枚白棋子和1000枚同样大小的黑棋子，小盒内装有足够多的黑棋子。阿花每次从大盒内随意摸出两枚棋子，若摸出的两枚棋子同色，则从小盒内取一枚黑棋子放入大盒内；若摸出的两枚棋子异色，则把其中白棋子放回大盒内。问：从大盒内摸了1999次棋子后，大盒内还剩几枚棋子？它们都是什么颜色？
　　分析与解：大盒内装有黑、白棋子共1001+1000=2001（枚）。
　　因为每次都是摸出2枚棋子放回1枚棋子，所以每摸一次少1枚棋子，摸了1999次后，还剩2001-1999=2（枚）棋子。
　　从大盒内每次摸2枚棋子有以下两种情况：
　　（1）所摸到的两枚棋子是同颜色的。此时从小盒内取一枚黑棋子放入大盒内。当所摸两枚棋子同是黑色，这时大盒内少了一枚黑棋子；当所摸两枚棋子同是白色，这时大盒内多了一枚黑棋子。
　　（2）所摸到的两枚棋子是不同颜色的，即一黑一白。这时要把拿出的白棋子放回到大盒，大盒内少了一枚黑棋子。
　　综合（1）（2），每摸一次，大盒内的黑棋子总数不是少一枚就是多一枚，即改变了黑棋子数的奇偶性。原来大盒内有1000枚即偶数枚黑棋子，摸了1999次，即改变了1999次奇偶性后，还剩奇数枚黑棋子。因为大盒内只剩下2枚棋子，所以最后剩下的两枚棋子是一黑一白。
　　例6 一串数排成一行：1，1，2，3，5，8，13，21，34，55，…
　　到这串数的第1000个数为止，共有多少个偶数？
　　分析与解：首先分析这串数的组成规律和奇偶数情况。
　　1+1=2，2+3=5，3+5=8， 5+8=13，…
　　这串数的规律是，从第三项起，每一个数等于前两个数的和。根据奇偶数的加法性质，可以得出这串数的奇偶性：
　　奇，奇，偶，奇，奇，偶，奇，奇，偶，……
　　容易看出，这串数是按“奇，奇，偶”每三个数为一组周期变化的。 1000÷3=333……1，这串数的前1000个数有333组又1个数，每组的三个数中有1个偶数，并且是第3个数，所以这串数到第1000个数时，共有333个偶数。
　　 练习8 
　　1.在11，111，1111，11111，…这些数中，任何一个数都不会是某一个自然数的平方。这样说对吗？
　　2.一本书由17个故事组成，各个故事的篇幅分别是1，2，3，…，17页。这17个故事有各种编排法，但无论怎样编排，故事正文都从第1页开始，以后每一个故事都从新一页码开始。如果要求安排在奇数页码开始的故事尽量少，那么最少有多少个故事是从奇数页码开始的？
　　3.桌子上放着6只杯子，其中3只杯口朝上，3只杯口朝下。如果每次翻转5只杯子，那么至少翻转多少次，才能使6只杯子都杯口朝上？
　　4.70个数排成一行，除了两头的两个数以外，每个数的3倍都恰好等于它两边的两个数的和，这一行数的最左边的几个数是这样的：0，1，3，8，21，…问：最右边的一个数是奇数还是偶数？
　　5.学校组织运动会，小明领回自己的运动员号码后，小玲问他：“今天发放的运动员号码加起来是奇数还是偶数？”小明说：“除开我的号码，把今天发的其它号码加起来，再减去我的号码，恰好是100。”今天发放的运动员号码加起来，到底是奇数还是偶数？
　　6.在黑板上写出三个整数，然后擦去一个换成所剩两数之和，这样继续操作下去，最后得到88，66，99。问：原来写的三个整数能否是1，3，5？
　　7.将888件礼品分给若干个小朋友。问：分到奇数件礼品的小朋友是奇数还是偶数？
 第9讲 奇偶性（三）
　　利用奇、偶数的性质，上两讲已经解决了许多有关奇偶性的问题。本讲将继续利用奇偶性研究一些表面上似乎与奇偶性无关的问题。
　　例1 在7×7的正方形的方格表中，以左上角与右下角所连对角线为轴对称地放置棋子，要求每个方格中放置不多于1枚棋子，且每行正好放3枚棋子，则在这条对角线上的格子里至少放有一枚棋子，这是为什么？
　　分析与解：题目说在指定的这条对角线上的格子里必定至少放有一枚棋子，假设这个说法不对，即对角线上没放棋子。如下图所示，因为题目要求摆放的棋子以MN为对称轴，所以对于MN左下方的任意一格A，总有MN右上方的一格A＇，A与A＇关于MN对称，所以A与A＇要么都放有棋子，要么都没放棋子。由此推知方格表中放置棋子的总枚数应是偶数。而题设每行放3枚棋子，7行共放棋子 3×7=21（枚），21是奇数，与上面的推论矛盾。所以假设不成立，即在指定的对角线上的格子中必定至少有一枚棋子。 

　[image: image111.jpg]



　　例2 对于左下表，每次使其中的任意两个数减去或加上同一个数，能否经过若干次后（各次减去或加上的数可以不同），变为右下表？为什么？[image: image112.jpg]



　　分析与解：因为每次有两个数同时被加上或减去同一个数，所以表中九个数码的总和经过变化后，等于原来的总和加上或减去那个数的2倍，因此总和的奇偶性没有改变。原来九个数的总和为1+2+…+9=45，是奇数，经过若干次变化后，总和仍应是奇数，与右上表九个数的总和是4矛盾。所以不可能变成右上表。
　　例3 左下图是一套房子的平面图，图中的方格代表房间，每个房间都有通向任何一个邻室的门。有人想从某个房间开始，依次不重复地走遍每一个房间，他的想法能实现吗？
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　　分析与解：如右上图所示，将相邻的房间黑、白相间染色。无论从哪个房间开始走，因为总是黑白相间地走过各房间，所以走过的黑、白房间数最多相差1。而右上图有7黑5白，所以不可能不重复地走遍每一个房间。
　　例4 左下图是由14个大小相同的方格组成的图形。试问能不能剪裁成7个由相邻两方格组成的长方形？
[image: image114.jpg]



　　分析与解：将这14个小方格黑白相间染色（见右上图），有8个黑格，6个白格。相邻两个方格必然是一黑一白，如果能剪裁成7个小长方形，那么14个格应当是黑、白各7个，与实际情况不符，所以不能剪裁成7个由相邻两个方格组成的长方形。
　　例5 在右图的每个○中填入一个自然数（可以相同），使得任意两个相邻的○中的数字之差（大数减小数）恰好等于它们之间所标的数字。能否办到？为什么？
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　　分析与解：假定图中5与1之间的○中的数是奇数，按顺时针加上或减去标出的数字，依次得到各个○中的数的奇偶性如下：
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　　因为上图两端是同一个○中的数，不可能既是奇数又是偶数，所以5与1之间的○中的数不是奇数。
　　同理，假定5与1之间的○中的数是偶数，也将推出矛盾。
　　所以，题目的要求办不到。
　　例6 下页上图是半张中国象棋盘，棋盘上已放有一只马。众所周知，马是走“日”字的。请问：这只马能否不重复地走遍这半张棋盘上的每一个点，然后回到出发点？
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　　分析与解：马走“日”字，在中国象棋盘上走有什么规律呢？
　　为方便研究规律，如下图所示，先在棋盘各交点处相间标上○和●，图中共有22个○和23个●。因为马走“日”字，每步只能从○跳到●，或由●跳到○，所以马从某点跳到同色的点（指○或●），要跳偶数步；跳到不同色的点，要跳奇数步。现在马在○点，要跳回这一点，应跳偶数步，可是棋盘上共有23+22=45（个）点，不可能做到不重复地走遍所有的点后回到出发点。
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　　讨论：如果马的出发点不是在○点上而是在●点上，那么这只马能不能不重复地走遍这半张棋盘上的每个点，最后回到出发点上呢？按照上面的分析，显然也是不可能的。但是如果放弃“回到出发点”的要求，那么情况就不一样了。从某点出发，跳遍半张棋盘上除起点以外的其它44点，要跳44步，44是偶数，所以起点和终点应是同色的点（指○或●）。因为44步跳过的点○与点●各22个，所以起点必是●，终点也是●。也就说是，当不要求回到出发点时，只要从●出发，就可以不重复地走遍半张棋盘上的所有点。
　　 练习9 
　　1.教室里有5排椅子，每排5张，每张椅子上坐一个学生。一周后，每个学生都必须和他相邻（前、后、左、右）的某一同学交换座位。问：能不能换成？为什么？
　　2.房间里有5盏灯，全部关着。每次拉两盏灯的开关，这样做若干次后，有没有可能使5盏灯全部是亮的？
　　3.左下图是由40个小正方形组成的图形，能否将它剪裁成20个相同的长方形？
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　　4.一个正方形果园里种有48棵果树，加上右下角的一间小屋，整齐地排列成七行七列（见右上图）。守园人从小屋出发经过每一棵树，不重复也不遗漏（不许斜走），最后又回到小屋。可以做到吗？
　　5.红光小学五年级一次乒乓球赛，共有男女学生17人报名参加。为节省时间不打循环赛，而采取以下方式：每人只打5场比赛，每两人之间用抽签的方法决定只打一场或不赛。然后根据每人得分决定出前5名。这种比赛方式是否可行？
　　6.如下图所示，将1～12顺次排成一圈。如果报出一个数a（在1～12之间），那么就从数a的位置顺时针走a个数的位置。例如a=3，就从3的位置顺时针走3个数的位置到达6的位置；a=11，就从11的位置顺时针走11个数的位置到达10的位置。问：a是多少时，可以走到7的位置？
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 第10讲 质数与合数
　　自然数按照能被多少个不同的自然数整除可以分为三类：
　　第一类：只能被一个自然数整除的自然数，这类数只有一个，就是1。
　　第二类：只能被两个不同的自然数整除的自然数。因为任何自然数都能被1和它本身整除，所以这类自然数的特征是大于1，且只能被1和它本身整除。这类自然数叫质数（或素数）。例如，2，3，5，7，…
　　第三类：能被两个以上的自然数整除的自然数。这类自然数的特征是大于1，除了能被1和它本身整除外，还能被其它一些自然数整除。这类自然数叫合数。例如，4，6，8，9，15，…
　　上面的分类方法将自然数分为质数、合数和1，1既不是质数也不是合数。
　　例1 1～100这100个自然数中有哪些是质数？
　　分析与解：先把前100个自然数写出来，得下表：
[image: image121.jpg]adzggedz ey
s SRE 98 208
ERRERLRBE
~ SR S DR S
wERRERBELZ
SERBEEZRBY
PESEE A E
Qi DI TS ¥
N Y

13

1

= SREEE A




　　1既不是质数也不是合数。
　　2是质数，留下来，后面凡能被2整除的数都是合数，都划去；
　　3是质数，留下来，后面凡能被3整除的数都是合数，都划去；
　　类似地，把5留下来，后面凡是5的倍数的数都划去；
　　把7留下来，后面凡是7的倍数的数都划去。
　　经过以上的筛选，划去的都是合数，余下26个数，除1外，剩下的25个都是质数。这样，我们便得到了100以内的质数表：
　　2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，
　　43，47，53，59，61，67，71，73，79，83，89，97。
　　这些质数同学们应当熟记！
　　细心的同学可能会注意到，以上只划到7的倍数，为什么不继续划去11，13，…的倍数呢？事实上，这些倍数已包含在已划去的倍数中。例如，100以内11的倍数应该是
　　11×A≤100（其中A为整数），
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　　显然，A只能取2，3，4，5，6，7，8，9。因为4=22，6=2×3，8=23，9=32，所以A必是2，3，5，7之一的倍数。由此推知，11的倍数已全部包含在2，3，5，7的倍数中，已在前面划去了。
　　要判断一个数N是质数还是合数，根据合数的定义，只要用从小到大的自然数2，3，4，5，6，7，8，…，N-1去除N，其中只要有一个自然数能整除N，N就是合数，否则就是质数。但这样太麻烦，因为除数太多。能不能使试除的数少一点呢？由例1知，只要用从小到大的质数去除N就可以了。例2给出的判别方法，可以使试除的数进一步减少。
　　例2 判断269，437两个数是合数还是质数。
　　分析与解：对于一个不太大的数N，要判断它是质数还是合数，可以先找出一个大于N且最接近N的平方数K2，再写出K以内的所有质数。如果这些质数都不能整除N，那么N是质数；如果这些质数中有一个能整除N，那么N是合数。
　　因为269＜172=289。17以内质数有2，3，5，7，11，13。根据能被某些数整除的数的特征，个位数是9，所以269不能被2，5整除；2+6+9=17，所以269不能被3整除。经逐一判断或试除知，这6个质数都不能整除269，所以269是质数。
　　因为437＜212=441。21以内的质数有2，3，5，7，11，13，17，19。容易判断437不能被2，3，5，7，11整除，用13，17，19试除437，得到437÷19=23，所以437是合数。
　　对比一下几种判别质数与合数的方法，可以看出例2的方法的优越性。判别269，用2～268中所有的数试除，要除267个数；用2～268中的质数试除，要除41个数；而用例2的方法，只要除6个数。
　　例3 判断数1111112111111是质数还是合数？
　　分析与解：按照例2的方法判别这个13位数是质数还是合数，当然是很麻烦的事，能不能想出别的办法呢？根据合数的意义，如果一个数能够写成两个大于1的整数的乘积，那么这个数是合数。
　　根据整数的意义，这个13位数可以写成：
　　1111112111111
　　=1111111000000+1111111
　　=1111111×（1000000+1）
　　=1111111×1000001。
　　由上式知，111111和1000001都能整除1111112111111，所以1111112111111是合数。
　　这道例题又给我们提供了一种判别一个数是质数还是合数的方法。
　　例4 判定298+1和298+3是质数还是合数？
　　分析与解：这道题要判别的数很大，不能直接用例1、例2的方法。我们在四年级学过an的个位数的变化规律，以及an除以某自然数的余数的变化规律。2n的个位数随着n的从小到大，按照2，4，8，6每4个一组循环出现，98÷4=24……2，所以298的个位数是4，（298+1）的个位数是5，能被5整除，说明（298+1）是合数。
　　（298+3）是奇数，不能被2整除； 298不能被3整除，所以（298+3）也不能被3整除；（298+1）能被5整除，（298+3）比（298+1）大2，所以（298+3）不能被5整除。再判断（298+3）能否被7整除。首先看看2n÷7的余数的变化规律：
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　　因为98÷3的余数是2，从上表可知298除以7的余数是4，（298+3）除以7的余数是4+3=7，7能被7整除，即（298+3）能被7整除，所以（298+3）是合数。
　　例5 已知A是质数，（A+10）和（A+14）也是质数，求质数A。
　　分析与解：从最小的质数开始试算。
　　A=2时，A+10=12，12是合数不是质数，所以A≠2。
　　A=3时，A+10=13，是质数；A+14=17也是质数，所以A等于3是所求的质数。
　　A除了等于3外，还可以是别的质数吗？因为质数有无穷多个，所以不可能一一去试，必须采用其它方法。
　　A，（A+1），（A+2）除以3的余数各不相同，而（A+1）与（A+10）除以3的余数相同，（A+2）与（A+14）除以3的余数相同，所以A，（A+10），（A+14）除以3的余数各不相同。因为任何自然数除以3只有整除、余1、余2三种情况，所以在A，（A+10），（A+14）中必有一个能被3整除。能被3整除的质数只有3，因为（A+10），（A+14）都大于3，所以A=3。也就是说，本题唯一的解是A=3。
　　 练习10
　1.现有1，3，5，7四个数字。
（1）用它们可以组成哪些两位数的质数（数字可以重复使用）？
（2）用它们可以组成哪些各位数字不相同的三位质数？
2.a，b，c都是质数，a＞b＞c，且a×b+c=88，求a，b，c。
3.A是一个质数，而且A+6，A+8，A+12，A+14都是质数。试求出所有满足要求的质数A。
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　　5.试说明：两个以上的连续自然数之和必是合数。
　　6.判断266+388是不是质数。
　　7.把一个一位数的质数a写在另一个两位数的质数b后边，得到一个三位数，这个三位数是a的87倍，求a和b。
 第11讲 分解质因数
　　自然数中任何一个合数都可以表示成若干个质因数乘积的形式，如果不考虑因数的顺序，那么这个表示形式是唯一的。把合数表示为质因数乘积的形式叫做分解质因数。
　　例如，60=22×3×5， 1998=2×33×37。
　　例1 一个正方体的体积是13824厘米3，它的表面积是多少？
　　分析与解：正方体的体积是“棱长×棱长×棱长”，现在已知正方体的体积是13824厘米3，若能把13824写成三个相同的数相乘，则可求出棱长。为此，我们先将13824分解质因数：
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　　把这些因数分成三组，使每组因数之积相等，得13824=（23×3）×（23×3）×（23×3），
　　于是，得到棱长是23×3=24（厘米）。所求表面积是24×24×6=3456（厘米2）。
　　例2 学区举行团体操表演，有1430名学生参加，分成人数相等的若干队，要求每队人数在100至200之间，共有几种分法？

　　分析与解：按题意，每队人数×队数=1430，每队人数在100至200之间，所以问题相当于求1430有多少个在100至200之间的约数。为此，先把1430分解质因数，得1430＝2×5×11×13。

　　从这四个质数中选若干个，使其乘积在100到200之间，这是每队人数，其余的质因数之积便是队数。

　　2×5×11=110，13；

　　2×5×13=130，11；

　　11×13=143，2×5=10。

　　所以共有三种分法，即分成13队，每队110人；分成11队，每队130人；分成10队，每队143人。

　　例3 1×2×3×…×40能否被90909整除？

　　分析与解：首先将90909分解质因数，得 90909=33×7×13×37。　　 

　　因为33（=27），7，13，37都在1～40中，所以1×2×3×…×40能被90909整除。

　　例4 求72有多少个不同的约数。
　　分析与解：将72分解质因数得到72=23×32。根据72的约数含有2和3的个数，可将72的约数列表如下：
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　　上表中，第三、四行的数字分别是第二行对应数字乘以3和32，第三、四、五列的数字分别是第二列对应数字乘以2，22和23。对比72=23×32，72的任何一个约数至多有两个不同质因数：2和3。因为72有3个质因数2，所以在某一个约数的质因数中，2可能不出现或出现1次、出现2次、出现3次，这就有4种情况；同理，因为72有两个质因数3，所以3可能不出现或出现1次、出现2次，共有3种情况。
　　根据乘法原理，72的不同约数共有4×3=12（个）。
　　从例4可以归纳出求自然数N的所有不同约数的个数的方法：一个大于1的自然数N的约数个数，等于它的质因数分解式中每个质因数的个数加1的连乘积。
　　例如，2352=24×3×72，因为2352的质因数分解式中有4个2，1个3，2个7，所以2352的不同约数有
　　（4+1）×（1+1）×（2+1）=30（个）；
　　又如，9450=2×33×52×7，所以9450的不同的约数有
（1+1）×（3+1）×（2+1）×（1+1）=48（个）。
　　例5 试求不大于50的所有约数个数为6的自然数。
　　分析与解：这是求一个数的约数个数的逆问题，因此解题方法正好与例4相反。
　　因为这个数有六个约数，6=5+1=（2+1）×（1+1），所以，当这个数只有一个质因数a时，这个数是a5；当这个数有两个质因数a和b时，这个数是a2×b。因为这个数不大于50，所以对于a5，只有a=2，即25=32；对于a2×b，经试算得到，22×3=12，22×5=20，22×7=28，22×11=44，32×2=18，32×5=45，52×2=50。
　　所以满足题意的数有八个：32，12，20，28，44，18，45，50。
练习11 
　　1.一个长方体，它的正面和上面的面积之和是209分米2，如果它的长、宽、高都是质数，那么这个长方体的体积是多少立方分米？
　　2.爷孙两人今年的年龄的乘积是693，4年前他们的年龄都是质数。爷孙两人今年的年龄各是多少岁？
　　3.某车间有216个零件，如果平均分成若干份，分的份数在5至20之间，那么有多少种分法？
　　4.小英参加小学数学竞赛，她说：“我得的成绩和我的岁数以及我得的名次乘起来是3916，满分是100分。”能否知道小英的年龄、考试成绩及名次？
　　5.举例回答下面各问题：（1）两个质数的和仍是质数吗？
（2）两个质数的积能是质数吗？
（3）两个合数的和仍是合数吗？
（4）两个合数的差（大数减小数）仍是合数吗？
（5）一个质数与一个合数的和是质数还是合数？
　　6.求不大于100的约数最多的自然数。
　　7.同学们去射箭，规定每射一箭得到的环数或者是“0”（脱靶）或者是不超过10的自然数。甲、乙两同学各射5箭，每人得到的总环数之积刚好都是1764，但是甲的总环数比乙少4环。求甲、乙各自的总环数。
　第12讲 最大公约数与最小公倍数（一） 
　　如果一个自然数a能被自然数b整除，那么称a为b的倍数，b为a的约数。
　　如果一个自然数同时是若干个自然数的约数，那么称这个自然数是这若干个自然数的公约数。在所有公约数中最大的一个公约数，称为这若干个自然数的最大公约数。自然数a1，a2，…，an的最大公约数通常用符号（a1，a2，…，an）表示，例如，（8，12）=4，（6，9，15）=3。

　　如果一个自然数同时是若干个自然数的倍数，那么称这个自然数是这若干个自然数的公倍数。在所有公倍数中最小的一个公倍数，称为这若干个自然数的最小公倍数。自然数a1，a2，…，an的最小公倍数通常用符号[a1，a2，…，an]表示，例如[8，12]=24，[6，9，15]=90。
　　常用的求最大公约数和最小公倍数的方法是分解质因数法和短除法。
　　例1 用60元钱可以买一级茶叶144克，或买二级茶叶180克，或买三级茶叶240克。现将这三种茶叶分别按整克数装袋，要求每袋的价格都相等，那么每袋的价格最低是多少元钱？
　　分析与解：因为144克一级茶叶、180克二级茶叶、240克三级茶叶都是60元，分装后每袋的价格相等，所以144克一级茶叶、180克二级茶叶、240克三级茶叶，分装的袋数应相同，即分装的袋数应是144，180，240的公约数。题目要求每袋的价格尽量低，所以分装的袋数应尽量多，应是144，180，240的最大公约数。
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　　所以（144，180，240）=2×2×3=12，即每60元的茶叶分装成12袋，每袋的价格最低是60÷12=5（元）。
　　为节约篇幅，除必要时外，在求最大公约数和最小公倍数时，将不再写出短除式。
　　例2 用自然数a去除498，450，414，得到相同的余数，a最大是多少？
　　分析与解：因为498，450，414除以a所得的余数相同，所以它们两两之差的公约数应能被a整除。
　　498-450=48，450-414=36，498-414=84。
　　所求数是（48，36，84）=12。
　　例3 现有三个自然数，它们的和是1111，这样的三个自然数的公约数中，最大的可以是多少？
　　分析与解：只知道三个自然数的和，不知道三个自然数具体是几，似乎无法求最大公约数。只能从唯一的条件“它们的和是1111”入手分析。三个数的和是1111，它们的公约数一定是1111的约数。因为1111=101×11，它的约数只能是1，11，101和1111，由于三个自然数的和是1111，所以三个自然数都小于1111，1111不可能是三个自然数的公约数，而101是可能的，比如取三个数为101，101和909。所以所求数是101。
　　例4 在一个30×24的方格纸上画一条对角线（见下页上图），这条对角线除两个端点外，共经过多少个格点（横线与竖线的交叉点）？
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　分析与解：（30，24）=6，说明如果将方格纸横、竖都分成6份，即分成6×6个相同的矩形，那么每个矩形是由（30÷6）×（24÷6）=5×4（个）
　　小方格组成。在6×6的简化图中，对角线也是它所经过的每一个矩形的对角线，所以经过5个格点（见左下图）。在对角线所经过的每一个矩形的5×4个小方格中，对角线不经过任何格点（见右下图）。
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　　所以，对角线共经过格点（30，24）-1=5（个）。
　　例5 甲、乙、丙三人绕操场竞走，他们走一圈分别需要1分、1分15秒和1分30秒。三人同时从起点出发，最少需多长时间才能再次在起点相会？
　　分析与解：甲、乙、丙走一圈分别需60秒、75秒和90秒，因为要在起点相会，即三人都要走整圈数，所以需要的时间应是60，75，90的公倍数。所求时间为[60，75，90]=900（秒）=15（分）。
　　例6 爷爷对小明说：“我现在的年龄是你的7倍，过几年是你的6倍，再过若干年就分别是你的5倍、4倍、3倍、2倍。”你知道爷爷和小明现在的年龄吗？
　　分析与解：爷爷和小明的年龄随着时间的推移都在变化，但他们的年龄差是保持不变的。爷爷的年龄现在是小明的7倍，说明他们的年龄差是6的倍数；同理，他们的年龄差也是5，4，3，2，1的倍数。由此推知，他们的年龄差是6，5，4，3，2的公倍数。
　　[6，5，4，3，2]=60，
爷爷和小明的年龄差是60的整数倍。考虑到年龄的实际情况，爷爷与小明的年龄差应是60岁。所以现在
小明的年龄=60÷（7-1）=10（岁），
　爷爷的年龄=10×7=70（岁）。
　　 
　练习12 
　　1.有三根钢管，分别长200厘米、240厘米、360厘米。现要把这三根钢管截成尽可能长而且相等的小段，一共能截成多少段？
　　2.两个小于150的数的积是2028，它们的最大公约数是13，求这两个数。
　　3.用1～9这九个数码可以组成362880个没有重复数字的九位数，求这些数的最大公约数？
　　4.大雪后的一天，亮亮和爸爸从同一点出发沿同一方向分别步测一个圆形花圃的周长。亮亮每步长54厘米，爸爸每步长72厘米，由于两个人的脚印有重合，所以雪地上只留下60个脚印。问：这个花圃的周长是多少米？
　　5.有一堆桔子，按每4个一堆分少1个，按每5个一堆分也少1个，按每6个一堆分还是少1个。这堆桔子至少有多少个？
　　6.某公共汽车站有三条线路的公共汽车。第一条线路每隔5分钟发车一次，第二、三条线路每隔6分钟和8分钟发车一次。9点时三条线路同时发车，下一次同时发车是什么时间？
　　7.四个连续奇数的最小公倍数是6435，求这四个数。 
 第13讲 最大公约数与最小公倍数（二）
　　这一讲主要讲最大公约数与最小公倍数的关系，并对最大公约数与最小公倍数的概念加以推广。
　　在求18与12的最大公约数与最小公倍数时，由短除法
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　　可知，（18，12）=2×3=6，[18，12]=2×3×3×2=36。如果把18与12的最大公约数与最小公倍数相乘，那么
　　（18，12）×[18，12]
　　=（2×3）×（2×3×3×2）
　　=（2×3×3）×（2×3×2）
　　=18×12。
　　也就是说，18与12的最大公约数与最小公倍数的乘积，等于18与12的乘积。当把18，12换成其它自然数时，依然有类似的结论。从而得出一个重要结论：
　　两个自然数的最大公约数与最小公倍数的乘积，等于这两个自然数的乘积。即，
　　（a，b）×[a，b]=a×b。
　　例1 两个自然数的最大公约数是6，最小公倍数是72。已知其中一个自然数是18，求另一个自然数。
　　解：由上面的结论，另一个自然数是（6×72）÷18=24。
　　例2 两个自然数的最大公约数是7，最小公倍数是210。这两个自然数的和是77，求这两个自然数。
　　分析与解：如果将两个自然数都除以7，则原题变为：“两个自然数的最大公约数是1，最小公倍数是30。这两个自然数的和是11，求这两个自然数。”
　　改变以后的两个数的乘积是1×30=30，和是11。
　　30=1×30=2×15=3×10=5×6，
　　由上式知，两个因数的和是11的只有5×6，且5与6互质。因此改变后的两个数是5和6，故原来的两个自然数是
　　7×5=35和7×6=42。
　　例3 已知a与b，a与c的最大公约数分别是12和15，a，b，c的最小公倍数是120，求a，b，c。
　　分析与解：因为12，15都是a的约数，所以a应当是12与15的公倍数，即是[12，15]=60的倍数。再由[a，b，c]=120知， a只能是60或120。[a，c]=15，说明c没有质因数2，又因为[a，b，c]=120=23×3×5，所以c=15。
　　因为a是c的倍数，所以求a，b的问题可以简化为：“a是60或120，（a，b）=12，[a，b]=120，求a，b。”
　　当a=60时，
　　b=（a，b）×[a，b]÷a
　　 =12×120÷60=24；
　　当a=120时，
　　b=（a，b）×[a，b]÷a
　　 =12×120÷120=12。
　　所以a，b，c为60，24，15或120，12，15。
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　　要将它们全部分别装入小瓶中，每个小瓶装入液体的重量相同。问：每瓶最多装多少千克？
　　分析与解：如果三种溶液的重量都是整数，那么每瓶装的重量就是三种溶液重量的最大公约数。现在的问题是三种溶液的重量不是整数。要解决这个问题，可以将重量分别乘以某个数，将分数化为整数，求出数值后，再除以这个数。为此，先求几个分母的最小公倍数，[6，4，9]=36，三种溶液的重量都乘以36后，变为150，135和80，
　　（150，135，80）=5。
　　上式说明，若三种溶液分别重150，135，80千克，则每瓶最多装5千克。可实际重量是150，135，80的1/36，所以每瓶最多装
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　　在例4中，出现了与整数的最大公约数类似的分数问题。为此，我们将最大公约数的概念推广到分数中。
　　如果若干个分数（含整数）都是某个分数的整数倍，那么称这个分数是这若干个分数的公约数。在所有公约数中最大的一个公约数，称为这若干个分数的最大公约数。
　　由例4的解答，得到求一组分数的最大公约数的方法：
　　（1）先将各个分数化为假分数；
　　（2）求出各个分数的分母的最小公倍数a；
　　（3）求出各个分数的分子的最大公约数b；
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　　类似地，我们也可以将最小公倍数的概念推广到分数中。
　　如果某个分数（或整数）同时是若干个分数（含整数）的整数倍，那么称这个分数是这若干个分数的公倍数。在所有公倍数中最小的一个公倍数，称为这若干个分数的最小公倍数。
　　求一组分数的最小公倍数的方法：
（1）先将各个分数化为假分数；
（2）求出各个分数的分子的最小公倍数a；
（3）求出各个分数的分母的最大公约数b；
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　一个陷井。它们之中谁先掉进陷井？它掉进陷井时另一个跳了多远？
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　　同理，黄鼠狼掉进陷井时与起点的距离为
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　　所以黄鼠狼掉进陷井时跳了31 1/2÷6 3/10=5（次）。
　　黄鼠狼先掉进陷井，它掉进陷井时，狐狸跳了
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　练习13
　　1.将72和120的乘积写成它们的最大公约数和最最小公倍数的乘积的形式。
　　2.两个自然数的最大公约数是12，最小公倍数是72。满足条件的自然数有哪几组？
　　3.求下列各组分数的最大公约数：
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　4.求下列各组分数的最小公倍数：
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部分别装入小瓶中，每个小瓶装入液体的重量相同。问：最少要装多少瓶？
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于同一处只有一次，求圆形绿地的周长。
　 第14讲 余数问题
　　在整数的除法中，只有能整除与不能整除两种情况。当不能整除时，就产生余数，所以余数问题在小学数学中非常重要。
　　余数有如下一些重要性质（a，b，c均为自然数）：
　　（1）余数小于除数。
　　（2）被除数=除数×商+余数；
　　除数=（被除数-余数）÷商；
　　商=（被除数-余数）÷除数。
　　（3）如果a，b除以c的余数相同，那么a与b的差能被c整除。例如，17与11除以3的余数都是2，所以17-11能被3整除。
　　（4）a与b的和除以c的余数，等于a，b分别除以c的余数之和（或这个和除以c的余数）。例如，23，16除以5的余数分别是3和1，所以（23+16）除以5的余数等于3+1=4。注意：当余数之和大于除数时，所求余数等于余数之和再除以c的余数。例如，23，19除以5的余数分别是3和4，所以（23+19）除以5的余数等于（3+4）除以5的余数。
　　（5）a与b的乘积除以c的余数，等于a，b分别除以c的余数之积（或这个积除以c的余数）。例如，23，16除以5的余数分别是3和1，所以（23×16）除以5的余数等于3×1=3。注意：当余数之积大于除数时，所求余数等于余数之积再除以c的余数。例如，23，19除以5的余数分别是3和4，所以（23×19）除以5的余数等于（3×4）除以5的余数。
　　性质（4）（5）都可以推广到多个自然数的情形。
　　例1 5122除以一个两位数得到的余数是66，求这个两位数。
　　分析与解：由性质（2）知，除数×商=被除数-余数。
　　5122-66=5056，
　　5056应是除数的整数倍。将5056分解质因数，得到
　　5056=26×79。
　　由性质（1）知，除数应大于66，再由除数是两位数，得到除数在67～99之间，符合题意的5056的约数只有79，所以这个两位数是79。
　　例2 被除数、除数、商与余数之和是2143，已知商是33，余数是52，求被除数和除数。
　　解：因为被除数=除数×商+余数
　　=除数×33+52，
　　被除数=2143-除数-商-余数
　　=2143-除数-33-52
　　=2058-除数，
　　所以 除数×33+52=2058-除数，
　　所以 除数=（2058-52）÷34=59，
　　 被除数=2058-59=1999。
　　答：被除数是1999，除数是59。
　　例3 甲、乙两数的和是1088，甲数除以乙数商11余32，求甲、乙两数。
　　解：因为 甲=乙×11+32，
　　所以 甲+乙=乙×11+32+乙=乙×12+32=1088，
　　所以 乙=（1088-32）÷12=88，
　　 甲=1088-乙=1000。
　　答：甲数是1000，乙数是88。
　　例4 有一个整数，用它去除70，110，160得到的三个余数之和是50。求这个数。
　　分析与解：先由题目条件，求出这个数的大致范围。因为50÷3=16……2，所以三个余数中至少有一个大于16，推知除数大于16。由三个余数之和是50知，除数不应大于70，所以除数在17～70之间。
　　由题意知（7+110+160）-50=290应能被这个数整除。将290分解质因数，得到290=2×5×29，290在17～70之间的约数有29和58。
　　因为110÷58=1……52＞50，所以58不合题意。所求整数是29。
　　例5 求478×296×351除以17的余数。
　　分析与解：先求出乘积再求余数，计算量较大。根据性质（5），可先分别计算出各因数除以17的余数，再求余数之积除以17的余数。
　　478，296，351除以17的余数分别为2，7和11，（2×7×11）÷17=9……1。
　　所求余数是1。
　　例6 甲、乙两个代表团乘车去参观，每辆车可乘36人。两代表团坐满若干辆车后，甲代表团余下的11人与乙代表团余下的成员正好又坐满一辆车。参观完，甲代表团的每个成员与乙代表团的每个成员两两合拍一张照片留念。如果每个胶卷可拍36张照片，那么拍完最后一张照片后，相机里的胶卷还可拍几张照片？
　　分析与解：甲代表团坐满若干辆车后余11人，说明甲代表团的人数（简称甲数）除以36余11；两代表团余下的人正好坐满一辆车，说明乙代表团余36-11=25（人），即乙代表团的人数（简称乙数）除以36余25；甲代表团的每个成员与乙代表团的每个成员两两合拍一张照片，共要拍“甲数×乙数”张照片，因为每个胶卷拍36张，所以最后一个胶卷拍的张数，等于“甲数×乙数”除以36的余数。
　　因为甲数除以36余11，乙数除以36余25，所以“甲数×乙数”除以36的余数等于11×25除以36的余数。
　　（11×25）÷36=7……23，
　　即最后一个胶卷拍了23张，还可拍36-23=13（张）。
　　由例6看出，将实际问题转化为我们熟悉的数学问题，有助于我们思考解题。
练习14 
　　1.今天是星期六，再过1000天是星期几？
　　2.已知两个自然数a和b（a＞b），已知a和b除以13的余数分别是5和9，求a+b，a-b，a×b，a2-b2各自除以13的余数。
　　3.2100除以一个两位数得到的余数是56，求这个两位数。
　　4.被除数、除数、商与余数之和是903，已知除数是35，余数是2，求被除数。
　　5.用一个整数去除345和543所得的余数相同，且商相差9，求这个数。
　　6.有一个整数，用它去除312，231，123得到的三个余数之和是41，求这个数。
　　7.2000年五月有5个星期三、4个星期四，这个月的一日是星期几？
第15讲 孙子问题与逐步约束法
　　在古书《孙子算经》中有一道题：“今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二，问物几何？”意思是：有一堆物品，三个三个数剩两个，五个五个数剩三个，七个七个数剩两个。求这堆物品的个数。
　我们称这类问题为孙子问题。
　　例1 一个数除以3余2，除以5余3，除以7余2。求满足条件的最小自然数。
　　分析与解：这道例题就是《孙子算经》中的问题。这个问题有三个条件，一下子不好解答。那么，我们能不能通过先求出满足其中一个条件的数，然后再逐步增加条件，达到最终解决问题的目的呢？我们试试看。
　　满足“除以3余2”的数，有2，5，8，11，14，17，…
　　在上面的数中再找满足“除以5余3”的数，可以找到8，8是同时满足“除以3余2”、“除以5余3”两个条件的数，容易知道，8再加上3与5的公倍数，仍然满足这两个条件，所以满足这两个条件的数有
8，23，38，53，68，…
　　在上面的数中再找满足“除以7余2”的数，可以找到23，23是同时满足“除以3余2”、“除以5余3”、“除以7余2”三个条件的数。23再加上或减去3，5，7的公倍数，仍然满足这三个条件，[3，5，7]=105，因为23＜105，所以满足这三个条件的最小自然数是23。
　　在例1中，若找到的数大于[3，5，7]，则应当用找到的数减去[3，5，7]的倍数，使得差小于[3，5，7]，这个差即为所求的最小自然数。
　　例2 求满足除以5余1，除以7余3，除以8余5的最小的自然数。
　　分析与解：与例1类似，先求出满足“除以5余1”的数，有6，11，16，21，26，31，36，…
　　在上面的数中，再找满足“除以7余3”的数，可以找到31。同时满足“除以5余1”、“除以7余3”的数，彼此之间相差5×7=35的倍数，有
　　31，66，101，136，171，206，…
　　在上面的数中，再找满足“除以8余5”的数，可以找到101。因为101＜[5，7，8]=280，所以所求的最小自然数是101。
　　在例1、例2中，各有三个约束条件，我们先解除两个约束条件，求只满足一个约束条件的数，然后再逐步加上第二个、第三个约束条件，最终求出了满足全部三个约束条件的数。这种先放宽条件，再逐步增加条件的解题方法，叫做逐步约束法。
　　例3 在10000以内，除以3余2，除以7余3，除以11余4的数有几个？
　　解：满足“除以3余2”的数有5，8，11，14，17，20，23，…
　　再满足“除以7余3”的数有17，38，59，80，101，…
　　再满足“除以11余4”的数有59。
　　因为阳[3，7，11]=231，所以符合题意的数是以59为首项，公差是231的等差数列。（10000-59）÷231=43……8，所以在10000以内符合题意的数共有44个。
　　例4 求满足除以6余3，除以8余5，除以9余6的最小自然数。
　　分析与解：如果给所求的自然数加3，所得数能同时被6，8，9整除，所以这个自然数是
　　[6，8，9]-3=72-3=69。
　　例5学校要安排66名新生住宿，小房间可以住4人，大房间可以住7人，需要多少间大、小房间，才能正好将66名新生安排下？
　　分析与解：设需要大房间x间，小房间y间，则有7x+4y=66。
　　这个方程有两个未知数，我们没有学过它的解法，但由4y和66都是偶数，推知7x也是偶数，从而x是偶数。
　　当x=2时，由7×2+4y=66解得y=13，所以x=2，y=13是一个解。
　　因为当x增大4，y减小7时，7x增大28，4y减小28，所以对于方程的一个解x=2，y=13，当x增大4，y减小7时，仍然是方程的解，即x=2+4=6，y=13-7=6也是一个解。
　　所以本题安排2个大房间、13个小房间或6个大房间、6个小房间都可以。
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就是说，方程7x+4y=66有无数个解。由于这类方程的解的不确定性，所以称这类方程为不定方程。
　　根据实际问题列出的不定方程，往往需要求整数解或自然数解，这时的解有时有无限个，有时有有限个，有时可能是唯一的，甚至无解。例如：
　　x-y=1有无限个解，因为只要x比y大1就是解；
　　3x+2y=5只有x=1，y=1一个解；
　　3x+2y=1没有解。
　　例6 求不定方程5x+3y=68的所有整数解。
　　解：容易看出，当y=1时，x=（68-3×1）÷5=13，即x=13，y=1是一个解。
　　因为x=13，y=1是一个解，当x减小3，y增大5时，5x减少15，3y增大15，方程仍然成立，所以对于x=13，y=1，x每减小3，y每增大5，仍然是解。方程的所有整数解有5个：
[image: image162.jpg]



　　由例5、例6看出，只要找到不定方程的一个解，其余解可通过对这个解的加、减一定数值得到。限于我们学到的知识，寻找第一个解的方法更多的要依赖“拼凑”。
　　  练习15 
　　1.一个数除以5余4，除以8余3，除以11余2，求满足条件的最小自然数。
　　2.有一堆苹果，3个3个数余1个，5个5个数余2个，6个6个数余4个。这堆苹果至少有多少个？
　　3.在小于1000的自然数中，除以4余3，除以5余2，除以7余4的最大的自然数是几？
　　4.在5000以内，除以3余1，除以5余2，除以7余3的自然数有多少个？
　　5.有一个两位数，除以2与除以3都余1，除以4与除以5都余3，求这个数。
　　6.用100元钱去买3元一个和7元一个的两种商品，钱正好用完，共有几种买法？
　　7.五年级一班的43名同学去划船，大船可坐7人，小船可坐5人，需租大、小船各多少条？ 
 第16讲 巧算24
　　同学们可能都玩过“数学24”的游戏，它把枯燥的基本数字计算变得趣味盎然，能大大提高计算能力和速度，使得思维灵活敏捷，是一种寓教于乐的智力竞赛游戏。
　游戏规则：给定四个自然数，通过+，-，×，÷四则运算，可以交换数的位置，可以随意地添括号，但规定每个数恰好使用一次，连起来组成一个混合运算的算式，使最后得数是24。
　　“数学24”游戏通常是用扑克牌进行的，此时，给定的四个自然数就被限定在1～13范围内了。“数学24”游戏可以1个人玩，也可以多个人玩，比如四个人玩，把扑克牌中的大、小王拿掉，剩下的52张牌洗好后，每人分13张，然后每人出一张牌，每张牌的点数代表一个自然数，其中J，Q，K分别代表11，12和13，四张牌表示四个自然数。谁最先按游戏规则算出24，就把这四张牌赢走。然后继续进行。最后谁的牌最多谁获胜。
　　要想算得又快又准，这就要靠平时的基本功了。最重要的有两条：一是熟悉加法口诀和乘法口诀，二是利用括号。括号既能改变运算顺序，也可以改变运算符号。
　　请用下面例题中给出的四个数，按规则算出24。
　　例1 3，3，5，6。
　　解一：根据3×8=24，3已有，将另三个数凑成8，得3×（5+6-3）=24。
　　解二：根据6×4=24，6已有，将另三个数凑成4，得6×（5-3÷3）=24或6×（3×3-5）=24。
　　解三：还是根据3×8=24，把3和8各分成两数，得（6-3）×（3+5）=24。
　　解四：先把其中两数相乘，积不足24的用另两数补足，得3×5+3+6=24。
　　解五：先把其中两数相乘，积超过24的用另两数割去，得5×6-3-3=24。
　　例2 2，2，4，8。
　　解一：根据8×3=24，得8×[（2+4）÷2]=24或8×（4-2÷2）=24。
　　解二：根据4×6=24，得4×（2+8÷2）=24。
　　解三：根据2×12=24，得2×（2×8-4）=24。
　　解四：根据8+16=24，8已有，将另三个数凑成16，得8+2×2×4=24或8+（2+2）×4=24。
　　解五：根据8+16=24，把8和16各分成两数，得2×4+2×8=24。
　　解六：根据4+20=24，4已有，将另三个数凑成20，得4+2×（2+8）=24。
　　具体玩法很多，在这里特别要注意的是：2×12，3×8，4×6是三个最基本的算式，在玩的过程中，你可以先固定某数为一个因数，看另三个数能否凑成相应的另一个因数。你也可以把每一个因数分别看成由两个数凑成。下面，我们借助“乘法分配律”来玩“数学24”游戏。
　　例3 1，4，4，5。
　　分析：很明显，我们看到4×（1+5）=24，三个数已经能够算出24了，可惜的是还有一个4没有用过。根据规则，必须把这个4也用进去，怎么办？怎样把这个多余的4用到算式里面而又不影响得数呢？
　　解：利用“乘法分配律”：4×（1+5）=4×1+4×5=24。
　　例4 6，8，8，9。
　　解：8×（9-6）=8×9-8×6=24。
　　例5 5，7，12，12。
　　解：12×（7-5）=12×7-12×5=24。
　　在例3～例5中，我们利用了：
　　a×（b+c）=a×b+a×c，
　　a×（b-c）=a×b-a×c。
　　例6 2，2，6，9。
　　分析：很明显，我们看到2×9+6=24，三个数已经能够算出24了，可惜的是还有一个2没有用过。根据规则，必须把这个2也用进去，怎样把这个多余的2用到算式里面而又不影响得数呢？
　　解：利用“乘法分配律”：24=2×9+6=2×9+6÷2×2=2×（9+6÷2）。
　　例7 2，6，9，9。
　　解： 24=2×9+6=2×9+6÷9×9
　　　　　　=9×（2+6÷9）
　　例8 2，4，10，10。
　　解： 24=2×10+4=2×10+4÷10×10
　　 　　　=10×（2+4÷10）。
　　在例6～例8中，我们利用了
　　a×b+c＝a×（b+c÷a），
　　a×b-c＝a×（b-c÷a）。
　　我们知道，符合“数学24”游戏规则的每个具体算式中，一定要出现四个数和三个运算符号。也就是说，一定要进行三次运算，出现三个运算结果。其中前两次结果是运算过程中的中间结果，第三次即最后一次的运算结果必须是24。
　　当我们还是小学低年级的学生时，由于知识水平所限，解题总是围绕运算结果是整数展开讨论。当我们升入小学高年级，接触到分数以后，我们的眼界变得开阔了，就可以打破整数这个框框，允许前两次的运算结果出现分数，这样，我们将会找到更多的、更好的思考办法。
　　例9 1，5，5，5。
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有效的思考办法。
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　　由上面的算式可以看出，我们以前接触的仅仅是其中的2×12，3×8，4×6三个整数乘法基本算式。现在我们学了分数以后，乘法基本算式就增加了许多：
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　　在这些分数乘法基本算式中，固定的一个因数只能是5，7，9，10，
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　　至此，应用乘法玩“数学24”游戏的过程才是完整的。
　　下面，我们再来看看用分数除法来玩“数学24”游戏。
　　例10 3，3，8，8。
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　　8÷（3-8÷3）=24。
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　　例11 1，4，5，6。
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　　在解题过程中，我们先想到基本算式　[image: image189.jpg]
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成。这是基本的思考办法。
　　一般地，应用分数除法玩“数学24”游戏的思考过程为：
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　　固定的一个自然数只能是被除数，除数恰好由另外三个自然数凑成。
　　另外，我们还是要强调一下分数除法与分数乘法的相同处与不同处。学了分数以后，除法运算可以转化成乘法运算。因此，在玩“数学24”游戏的过程中，很多除法算式可以转化到乘法算式中去。但是它们之间还是有区别[image: image194.jpg]B LR, fi3, 3, STLAHIL, B3 3 oTREMI. PR ¥
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握用分数除法这种工具来玩“数学24”游戏是必不可少的。
　　 
　

 练习 16 
　　用给出的四个数，按规则算出24。
　　1.（1）1，3，3，7； （2）2，2，5，7；
　　（3）1，4，4，7； （4）1，2，8，8；
　　（5）1，5，6，6； （6）5，8，8，8。
　　2.（1） 2，7，7，10； （2）3，5，5，9；
　　（3）5，5，7，11； （4）2，6，6，12；
　　（5）4，4，5，5； （6）2，5，5，10；
　　（7）4，9，9，12； （8）3，7，9，13。
　　3.（1）1，3，4，6； （2）2，8，9，13；
　　（3）1，6，6，8； （4）2，3，5，12；
　　（5）3，4，6，13； （6）1，8，12，12；
　　（7）3，4，8，13； （8）2，7，12，13。
 第17讲 位值原则
　　同一个数字，由于它在所写的数里的位置不同，所表示的数也不同。也就是说，每一个数字除了本身的值以外，还有一个“位置值”。例如“5”，写在个位上，就表示5个一；写在十位上，就表示5个十；写在百位上，就表示5个百；等等。这种把数字和数位结合起来表示数的原则，称为写数的位值原则。
　　我们通常使用的是十进制计数法，其特点是“满十进一”。就是说，每10个某一单位就组成和它相邻的较高的一个单位，即10个一，叫做“十”，10个十叫做“百”，10个百叫做“千”，等等。写数时，从右端起，第一位是个位，第二位是十位，第三位是百位，第四位是千位，等等（见下图）。
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　　用阿拉伯数字和位值原则，可以表示出一切整数。例如，926表示9个百，2个十，6个一，即926=9×100+2×10+6。根据问题的需要，有时我们也用字母代替阿拉伯数字表示数，如：[image: image197.jpg]beFTa Ml b, oA





　　其中a可以是1～9中的数码，但不能是0，b和c是0～9中的数码。[image: image198.jpg]Zbe FERIEEF TR B A B3R
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　　下面，我们利用位值原则解决一些整数问题。
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个数之差必然能被9整除。例如，（97531-13579）必是9的倍数。
　　例2有一个两位数，把数码1加在它的前面可以得到一个三位数，加在它的后面也可以得到一个三位数，这两个三位数相差666。求原来的两位数。
　　分析与解：由位值原则知道，把数码1加在一个两位数前面，等于加了100；把数码1加在一个两位数后面，等于这个两位数乘以10后再加1。
　　设这个两位数为x。由题意得到
　　（10x+1）-（100+x）=666，
　　10x+1-100-x=666，
　　10x-x=666-1+100， 
　　 9x=765，
　　x=85。
　　原来的两位数是85。
　　例3 a，b，c是1～9中的三个不同的数码，用它们组成的六个没有重复数字的三位数之和是（a+b+c）的多少倍？
　　分析与解：用a，b，c组成的六个不同数字是[image: image208.jpg]Zbc, ach, bac, bra, cab, chas
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这六个数的和等于将六个数的百位、十位、个位分别相加，得到
　　所以，六个数的和是（a+b+c）的222倍。
　　例4用2，8，7三张数字卡片可以组成若干个不同的三位数，所有这些三位数的平均值是多少？
　　解：由例3知，可以组成的六个三位数之和是（2+8+7）×222，
　　所以平均值是（2+8+7）×222÷6=629。
　　例5一个两位数，各位数字的和的5倍比原数大6，求这个两位数。
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　　（a+b）×5-（10a+b）=6，
　　5a+5b-10a-b=6，
　　4b-5a=6。
　　当b=4，a=2或b=9，a=6时，4b-5a=6成立，所以这个两位数是24或69。
　　例6将一个三位数的数字重新排列，在所得到的三位数中，用最大的减去最小的，正好等于原来的三位数，求原来的三位数。
　　分析与解：设原来的三位数的三个数字分别是a，b，c。若
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　　由上式知，所求三位数是99的倍数，可能值为198，297，396，495，594，693，792，891。经验证，只有495符合题意，即原来的三位数是495。
　　 练习17 
　　1.有一个两位数，把数码1加在它的前面可以得到一个三位数，加在它的后面也可以得到一个三位数，这两个三位数之和是970。求原来的两位数。
　　2.有一个三位数，将数码1加在它的前面可以得到一个四位数，将数码3加在它的后面也可以得到一个四位数，这两个四位数之差是2351，求原来的三位数。
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　　5.从1～9中取出三个数码，用这三个数码组成的六个不同的三位数之和是3330。这六个三位数中最小的能是几？最大的能是几？
　　6.一个两位数，各位数字的和的6倍比原数小9，求这个两位数。
　　7.一个三位数，抹去它的首位数之后剩下的两位数的4倍比原三位数大1，求这个三位数。
 第18讲 最大最小
　　同学们在学习中经常能碰到求最大最小或最多最少的问题，这一讲就来讲解这个问题。
　　例1两个自然数的和是15，要使两个整数的乘积最大，这两个整数各是多少？
　　分析与解：将两个自然数的和为15的所有情况都列出来，考虑到加法与乘法都符合交换律，有下面7种情况：
　　15=1+14，1×14=14；
　　15=2+13，2×13=26；
　　15=3+12，3×12=36；
　　15=4+11，4×11=44；
　　15=5+10，5×10=50；
　　15=6+9，6×9=54；
　　15=7+8，7×8=56。
　　由此可知把15分成7与8之和，这两数的乘积最大。
　　结论1如果两个整数的和一定，那么这两个整数的差越小，他们的乘积越大。特别地，当这两个数相等时，他们的乘积最大。
例2比较下面两个乘积的大小：
　　a=57128463×87596512，
　　b=57128460×87596515。
　　分析与解：对于a，b两个积，它们都是8位数乘以8位数，尽管两组对应因数很相似，但并不完全相同。直接计算出这两个8位数的乘积是很繁的。仔细观察两组对应因数的大小发现，因为57128463比57128460多3，87596512比87596515少3，所以它们的两因数之和相等，即
57128463+87596512=57128460+87596515。
　　因为a的两个因数之差小于b的两个因数之差，根据结论1可得a＞b。
　　例3用长36米的竹篱笆围成一个长方形菜园，围成菜园的最大面积是多少？
　　分析与解：已知这个长方形的周长是36米，即四边之和是定数。长方形的面积等于长乘以宽。因为
长+宽=36÷2=18（米），
　　由结论知，围成长方形的最大的面积是9×9=81（米2）。
　　例3说明，周长一定的长方形中，正方形的面积最大。
　　例4两个自然数的积是48，这两个自然数是什么值时，它们的和最小？
分析与解：48的约数从小到大依次是1，2，3，4，6，8，12，16，24，48。
　　所以，两个自然数的乘积是48，共有以下5种情况：
　　48=1×48，1+48=49；
　　48=2×24，2+24=26；
　　48=3×16，3+16=19；
　　48=4×12，4+12=16；
　　48=6×8，6+8=14。
　　两个因数之和最小的是6+8=14。
　　结论2两个自然数的乘积一定时，两个自然数的差越小，这两个自然数的和也越小。
　　例5要砌一个面积为72米2的长方形猪圈，长方形的边长以米为单位都是自然数，这个猪圈的围墙最少长多少米？
　　解：将72分解成两个自然数的乘积，这两个自然数的差最小的是9-8=1。由结论2，猪圈围墙长9米、宽8米时，围墙总长最少，为（8+9）×2=34（米）。
　　答：围墙最少长34米。
　　例6把17分成几个自然数的和，怎样分才能使它们的乘积最大？
　　分析与解：假设分成的自然数中有1，a是分成的另一个自然数，因为1×a＜1+a，也就是说，将1+a作为分成的一个自然数要比分成1和a两个自然数好，所以分成的自然数中不应该有1。
　　如果分成的自然数中有大于4的数，那么将这个数分成两个最接近的整数，这两个数的乘积大于原来的自然数。例如，5=2+3＜2×3，8=3+5＜3×5。也就是说，只要有大于4的数，这个数就可以再分，所以分成的自然数中不应该有大于4的数。
　　如果分成的自然数中有4，因为4=2+2=2×2，所以可以将4分成两个2。
　　由上面的分析得到，分成的自然数中只有2和3两种。因为2+2+2=6，2×2×2=8，3+3=6，3×3=9，说明虽然三个2与两个3的和都是6，但两个3的乘积大于三个2的乘积，所以分成的自然数中最多有两个2，其余都是3。由此得到，将17分为五个3与一个2时乘积最大，为3×3×3×3×3×2=486。
　　由例6的分析得到：
　　结论3把一个数拆分成若干个自然数之和，如果要使这若干个自然数的乘积最大，那么这些自然数应全是2或3，且2最多不超过两个。
　　例7把49分拆成几个自然数的和，这几个自然数的连乘积最大是多少？
　　解：根据结论3，由49=3×15+2+2，所以最大的积是
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练习18
　　1.试求和是91，乘积最大的两个自然数。最大的积是多少？　[image: image218.jpg]2 B, ZPBAH, IRRTH S ERRZHN ], AR, 2K
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　　之和的最小值是多少？
　　3.比较下面两个乘积的大小：
　　123456789×987654321，
　　123456788×987654322。
　　4.现计划用围墙围起一块面积为5544米2的长方形地面，为节省材料，要求围墙最短，那么这块长方形地的围墙有多少米长？
　　5.把19分成几个自然数的和，怎样分才能使它们的积最大？
　　6.1～8这八个数字各用一次，分别写成两个四位数，使这两个数相乘的乘积最大。那么这两个四位数各是多少？
　　7.在数123456789101112…9899100中划去100个数字，剩下的数字组成一个新数，这个新数最大是多少？最小是多少？
　第19讲 图形的分割与拼接
　　怎样把一个图形按照要求分割成若干部分？怎样把一个图形分割成若干部分后，再按要求拼接成另一个图形？这就是本讲要解决的问题。
　　例1请将一个任意三角形分成四个面积相等的三角形。
　　分析与解：本题要求分成面积相等的三角形，因此可以利用“同底等高的三角形面积相等”这一性质来分割。
　　方法一：将某一边等分成四份，连结各分点与顶点（见左下图）。
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　　方法二：画出某一边的中线，然后将中线二等分，连结分点与另两个顶点（见右上图）。
　　方法三：找出三条边上的中点，然后如左下图所示连结。
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　　方法四：将三条边上的中点两两连结（见右上图）。
　　前三种方法可以看成先将三角形分割成面积相等的两部分，然后分别将每部分再分割成面积相等的两部分。本题还有更多的分割方法。
　　例2将右图分割成五个大小相等的图形。
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　　分析与解：因为图中共有15个小正方形，所以分割成的图形的面积应该等于15÷5=3（个）小正方形的面积。3个小正方形有[image: image223.jpg]
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两种形式，于是可得到很多种分割方法，下图是其中的三种。
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　　例3右图是一个4×4的方格纸，请在保持每个小方格完整的情况下，将它分割成大小、形状完全相同的两部分。
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　　分析与解：因为分割成完全相同的两块，所以每块有8个小方格，并且这两块关于中心点对称。下面是六种分割方法。
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　　例4将下图分割成两块，然后拼成一个正方形。
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　　分析与解：图形的面积等于16个小方格，如果以每个小方格的边长为1，那么拼成的正方形的边长应是4。因为题图是缺角长方形，长为6宽为3，所以分割成两块后，右边的一块应向上平移1（原来宽为3，向上平移1使宽为4），向左平移2（原来长为6，向左平移2使长为4）。考虑到缺角这一特点，可做下图所示的分割和拼接。
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　　例5有一块长4.8米、宽3米的长方形地毯，现在把它铺到长4米、宽3.6米的房间中。请将它剪成形状相同、面积相等的两块，使其正好铺满房间。
　　分析与解：首先验证地毯的面积与房间的面积是否相等，然后考虑如何
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以可将原来的长分为4份，宽分为3份（见下页左上图），现在的长与宽如下页右上图。
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　　容易得到下图所示的分割与拼接的方法。
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　　例6用四块相同的不等腰的直角三角板，拼成一个外面是正方形，里面有正方形孔的图形。
[image: image234.jpg]



　　分析与解：右图所示的三角板，∠A是直角，∠B+∠C=90°。因为要拼的图形有内外两个正方形，所以有将∠A作为外正方形的角（左下图）和拼内正方形的角（下中图）两种情况。若三角板可以重叠放置，还有右下图所示的拼法。
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 练习19 
　　1.试将一个等边三角形分割成8个全等的直角三角形。
　　2.用四种方法将左下图分割成完全相同的两部分，但要保持每个小方格的完整。
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　　3.将右上图分成四个大小相等、形状相同的图形。
　　4.将下图分成两块，然后拼成一个正方形。
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　　5.将一块30×20的方格纸分成大小、形状都相同的两块，然后拼成一个24×25的长方形。
　　6.将一个正方形分成相等的4块，然后用这4块分别拼成三角形、平行四边形和梯形。

 第20讲 多边形的面积
　　我们已经学习过三角形、正方形、长方形、平行四边形、梯形以及圆、扇形等基本图形的面积计算，图形及计算公式如下：
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　正方形面积=边长×边长=a2，
　长方形面积=长×宽=ab，
　平行四边形面积=底×高=ah，
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圆面积=半径×半径×π=πr2，
扇形面积=半径×半径×π×圆心角的度数÷360°[image: image241.jpg]= T2 X

n
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在实际问题中，我们遇到的往往不是基本图形，而是由基本图形组合、拼凑成的组合图形，它们的面积不能直接用公式计算。在本讲和后面的两讲中，我们将学习如何计算它们的面积。
　例1 小两个正方形组成下图所示的组合图形。已知组合图形的周长是52厘米，DG=4厘米，求阴影部分的面积。
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　　分析与解：组合图形的周长并不等于两个正方形的周长之和，因为CG部分重合了。用组合图形的周长减去DG，就得到大、小正方形边长之和的三倍，所以两个正方形的边长之和等于（52-4）÷3=16（厘米）。
　　又由两个正方形的边长之差是4厘米，可求出
　　大正方形边长=（16+4）÷2=10（厘米），
　　小正方形边长=（16-4）÷2=6（厘米）。
　　两个正方形的面积之和减去三角形ABD与三角形BEF的面积，就得到阴影部分的面积。
　　102+62-（10×10÷2）-（10+6）×6÷2=38（厘米2）。
　　例2如左下图所示，四边形ABCD与DEFG都是平行四边形，证明它们的面积相等。
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　　分析与证明：这道题两个平行四边形的关系不太明了，似乎无从下手。我们添加一条辅助线，即连结CE（见右上图），这时通过三角形DCE，就把两个平行四边形联系起来了。在平行四边形ABCD中，三角形DCE的底是DC，高与平行四边形ABCD边DC上的高相等，所以平行四边形ABCD的面积是三角形DCE的两倍；同理，在平行四边形DEFG中，三角形DCE的底是DE，高与平行四边形DEFG边DE上的高相等，所以平行四边形DEFG的面积也是三角形DCE的两倍。
　　两个平行四边形的面积都是三角形DCE的两倍，所以它们的面积相等。
　　例3如左下图所示，一个腰长是20厘米的等腰三角形的面积是140厘米2，在底边上任意取一点，这个点到两腰的垂线段的长分别是a厘米和b厘米。求a+b的长。
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　　分析与解：a，b与三角形面积的关系一下子不容易看出来。连结等腰三角形的顶点和底边上所取的点，把等腰三角形分为两个小三角形，它们的底都是20厘米，高分别为a厘米和b厘米（见右上图）。大三角形的面积与a，b的关系就显露出来了。根据三角形的面积公式，两个小三角形的面积分别为　　20×a÷2和20×b÷2。
　　因为这两个小三角形的面积之和等于原等腰三角形的面积，所以有
　　20×a÷2+20×b÷2=140，
　　10×（a+b）=140，
　　a+b=14（厘米）。
　　在例2、例3中，通过添加辅助线，使图形间的关系更清晰，从而使问题得解。下面再看一例。
例4如左下图所示，三角形ABC的面积是10厘米2，将AB，BC，CA分别延长一倍到D，E，F，两两连结D，E，F，得到一个新的三角形DEF。求三角形DEF的面积。
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　　分析与解：想办法沟通三角形ABC与三角形DEF的联系。连结FB（见右上图）。
　　因为CA=AF，所以三角形ABC与三角ABF等底等高，面积相等。因为AB=BD，所以三角形ABF与三角形BDF等底等高，面积相等。由此得出，三角形ADF的面积是10+10=20（厘米2）。
　　同理可知，三角形BDE与三角形CEF的面积都等于20厘米2。
　　所以三角形DEF的面积等于20×3+10=70（厘米2）。
　　例5一个正方形，将它的一边截去15厘米，另一边截去10厘米，剩下的长方形比原来正方形的面积减少1725厘米2，求剩下的长方形的面积。
分析与解：根据已知条件画出下页左上图，其中甲、乙、丙为截去的部分。
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　　由左上图知，丙是长15厘米、宽10厘米的矩形，面积为15×10=150（厘米2）。
　　因为甲、丙形成的矩形的长等于原正方形的边长，乙、丙形成的矩形的长也等于原正方形的边长，所以可将两者拼成右上图的矩形。右上图矩形的宽等于10+15=25（厘米），长等于原正方形的边长，面积等于
　　（甲+丙）+（乙+丙）
　　= 甲+乙+丙）+丙
　　= 1725+150

　　= 1875（厘米2）。
　　所以原正方形的的边长等于1875÷25=75（厘米）。剩下的长方形的面积等于75×75-1725=3900（厘米2）。
　　例6有红、黄、绿三块同样大小的正方形纸片，放在一个正方形盒的底部，它们之间互相叠合（见右图）。已知露在外面的部分中，红色面积是20，黄色面积是14，绿色面积是10，求正方形盒子底部的面积。
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　　分析与解：把黄色正方形纸片向左移动并靠紧盒子的左边。由于三个正方形纸片面积相等，所以原题图可以转化成下页右上图。此时露出的黄、绿两部分的面积相等，都等于
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　　（14+10）÷2=12。
　　因为绿：红=A∶黄，所以
　　绿×黄=红×A，
　　A=绿×黄÷红
　　 =12×12÷20=7.2。
　　正方形盒子底部的面积是红+黄+绿+A=20+12+12+7.2=51.2。 

　练习20
　　1.等腰直角三角形的面积是20厘米2，在其中做一个最大的正方形，求这个正方形的面积。
　　2.如左下图所示，平行四边形ABCD的周长是75厘米，以BC为底的高是14厘米，以CD为底的高是16厘米。求平行四边形ABCD的面积。
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　　3.如右上图所示，在一个正方形水池的周围，环绕着一条宽2米的小路，小路的面积是80米2，正方形水池的面积是多少平方米？
　　4.如右图所示，一个长方形被一线段分成三角形和梯形两部分，它们的面积差是28厘米2，梯形的上底长是多少厘米？　

[image: image252.jpg]10





　　5.如下图，在三角形ABC中，BD=DF=FC，BE=EA。若三角形EDF的面积是1，则三角形ABC的面积是多少？
[image: image253.jpg]



　　6.一个长方形的周长是28厘米，如果它的长、宽都分别增加3厘米，那么得到的新长方形比原长方形的面积增加了多少平方厘米？
　　7.如下图所示，四边形ABCD的面积是1，将BA，CB，DC，AD分别延长一倍到E，F，G，H，连结E，F，G，H。问：得到的新四边形EFGH的面积是多少？
[image: image254.jpg]



第21讲 用等量代换求面积
　　一个量可以用它的等量来代替；被减数和减数都增加（或减少）同一个数，它们的差不变。前者是等量公理，后者是减法的差不变性质。这两个性质在解几何题时有很重要的作用，它能将求一个图形的面积转化为求另一个图形的面积，或将两个图形的面积差转化为另两个图形的面积差，从而使隐蔽的关系明朗化，找到解题思路。
　　例1两个相同的直角三角形如下图所示（单位：厘米）重叠在一起，求阴影部分的面积。
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　　分析与解：阴影部分是一个高为3厘米的直角梯形，然而它的上底与下底都不知道，因而不能直接求出它的面积。因为三角形ABC与三角形DEF完全相同，都减去三角形DOC后，根据差不变性质，差应相等，即阴影部分与直角梯形OEFC面积相等，所以求阴影部分的面积就转化为求直角梯形OEFC的面积。直角梯形OEFC的上底为10-3=7（厘米），面积为（7+10）×2÷2=17（厘米2）。
　　所以，阴影部分的面积是17厘米2。
　　例2在右图中，平行四边形ABCD的边BC长10厘米，直角三角形ECB的直角边EC长8厘米。已知阴影部分的总面积比三角形EFG的面积大10厘米2，求平行四边形ABCD的面积。
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　　分析与解：因为阴影部分比三角形EFG的面积大10厘米2，都加上梯形FGCB后，根据差不变性质，所得的两个新图形的面积差不变，即平行四边行ABCD比直角三角形ECB的面积大10厘米2，所以平行四边形ABCD的面积等于
　　10×8÷2+10=50（厘米2）。
　　例3在右图中，AB=8厘米，CD=4厘米，BC=6厘米，三角形AFB比三角形EFD的面积大18厘米2。求ED的长。
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　　分析与解：求ED的长，需求出EC的长；求EC的长，需求出直角三角形ECB的面积。因为三角形AFB比三角形EFD的面积大18厘米2，这两个三角形都加上四边形FDCB后，其差不变，所以梯形ABCD比三角形ECB的面积大18厘米2。也就是说，只要求出梯形ABCD的面积，就能依次求出三角形ECB的面积和EC的长，从而求出ED的长。
　　梯形ABCD面积=（8+4）×6÷2=36（厘米2），
　　三角形ECB面积=36-18=18（厘米2），
　　EC=18÷6×2=6（厘米），
　　ED=6-4=2（厘米）。
　例4 下页上图中，ABCD是7×4的长方形，DEFG是10×2的长方形，求三角形BCO与三角形EFO的面积之差。
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　　分析：直接求出三角形BCO与三角形EFO的面积之差，不太容易做到。如果利用差不变性质，将所求面积之差转化为另外两个图形的面积之差，而这两个图形的面积之差容易求出，那么问题就解决了。
　　解法一：连结B，E（见左下图）。三角形BCO与三角形EFO都加上三角形BEO，则原来的问题转化为求三角形BEC与三角形BEF的面积之差。所求为4×（10-7）÷2-2×（10-7）÷2=3。
[image: image259.jpg]



　　解法二：连结C，F（见右上图）。三角形BCO与三角形EFO都加上三角形CFO，则原来的问题转化为求三角形BCF与三角形ECF的面积之差。所求为4×（10-7）÷2-2×（10-7）÷2=3。
　　解法三：延长BC交GF于H（见下页左上图）。三角形BCO与三角形EFO都加上梯形COFH，则原来的问题转化为求三角形BHF与矩形CEFH的面积之差。所求为（4+2）×（10-7）÷2-2×（10-7）=3。
[image: image260.jpg]



　　解法四：延长AB，FE交于H（见右上图）。三角形BCO与三角形EFO都加上梯形BHEO，则原来的问题转化为求矩形BHEC与直角三角形BHF的面积之差。所求为4×（10-7）-（10-7）×（4+2）÷2=3。
　　例5左下图是由大、小两个正方形组成的，小正方形的边长是4厘米，求三角形ABC的面积。
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　　分析与解：这道题似乎缺少大正方形的边长这个条件，实际上本题的结果与大正方形的边长没关系。连结AD（见右上图），可以看出，三角形ABD与三角形ACD的底都等于小正方形的边长，高都等于大正方形的边长，所以面积相等。因为三角形AFD是三角形ABD与三角形ACD的公共部分，所以去掉这个公共部分，根据差不变性质，剩下的两个部分，即三角形ABF与三角形FCD面积仍然相等。根据等量代换，求三角形ABC的面积等于求三角形BCD的面积，等于4×4÷2=8（厘米2）。
　　 练习21 
　　1.左下图中，等腰直角三角形ABC的腰为10厘米，以C为圆心、CF为半径画弧线EF，组成扇形CEF。如果图中甲、乙两部分的面积相等，那么扇形所在的圆的面积是多少？
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　　2.右上图（单位：厘米）是两个相同的直角梯形重叠在一起，求阴影部分的面积。
　　3.左下图中，扇形ABD的半径是4厘米，甲比乙的面积大3.44厘米2。求直角梯形ABCD的面积。（π=3.14）
[image: image264.jpg]



　　4.在右上图的三角形中，D，E分别是所在边的中点，求四边形ADFE的面积。
5.下页左上图中，矩形ABCD的边AB为4厘米，BC为6厘米，三角形ABF比三角形EDF的面积大9厘米2，求ED的长。
[image: image265.jpg]



　　6.右上图中，CA=AB=4厘米，三角形ABE比三角形CDE的面积大2厘米2，求CD的长。
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影部分的面积和。 
[image: image268.jpg]



第22讲 用割补法求面积
　　在组合图形中，除了多边形外，还有由圆、扇形、弓形与三角形、矩形、平行四边形、梯形等图形组合而成的不规则图形，为了计算它们的面积，常常需要变动图形的位置或对图形进行分割、旋转、拼补，使它变成可以计算出面积的规则图形。就是在多边形的组合图形中，为了计算面积，有时也要用到割补的方法。
　　例1求下列各图中阴影部分的面积：
[image: image269.jpg]
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　　分析与解：（1）如左下图所示，将左下角的阴影部分分为两部分，然后按照右下图所示，将这两部分分别拼补在阴影位置。可以看出，原题图的阴影部分等于右下图中AB弧所形成的弓形，其面积等于扇形OAB与三角形OAB的面积之差。
　π×4×4÷4-4×4÷2=4.56。
[image: image271.jpg]



　　（2）在题图虚线分割的两个正方形中，右边正方形的阴影部分是半径为5的四分之一个圆，在左边正方形中空白部分是半径为5的四分之一个圆。
　　如下图所示，将右边的阴影部分平移到左边正方形中。可以看出，原题图的阴影部分正好等于一个正方形的面积，为5×5=25。
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例2在一个等腰三角形中，两条与底边平行的线段将三角形的两条边等分成三段（见右图），求图中阴影部分的面积占整个图形面积的几分之几。
[image: image273.jpg]



　　分析与解：阴影部分是一个梯形。我们用三种方法解答。
　　（1）割补法
　　从顶点作底边上的高，得到两个相同的直角三角形。将这两个直角三角[image: image274.jpg]Fes— A (LT .
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　　（2）拼补法
　　将两个这样的三角形拼成一个平行四边形（下页左上图）。
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积和平行四边行面积同时除以2，商不变。所以原题阴影部分占整个图形面
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　　（3）等分法
　　将原图等分成9个小三角形（见右上图），阴影部分占3个小三角形，
[image: image282.jpg]SRR S BB 2= 1.




　　注意，后两种方法对任意三角形都适用。也就是说，将例题中的等腰三角形换成任意三角形，其它条件不变，结论仍然成立。
　　例3如左下图所示，在一个等腰直角三角形中，削去一个三角形后，剩下一个上底长5厘米、下底长9厘米的等腰梯形（阴影部分）。求这个梯形的面积。
[image: image283.jpg]



　　分析与解：因为不知道梯形的高，所以不能直接求出梯形的面积。可以从等腰直角三角形与正方形之间的联系上考虑。将四个同样的等腰直角三角形拼成一个正方形（上页右下图），图中阴影部分是边长9厘米与边长5厘米的两个正方形面积之差，也是所求梯形面积的4倍。所以所求梯形面积是（9×9-5×5）÷4=14（厘米2）。
　例4在左下图的直角三角形中有一个矩形，求矩形的面积。
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　　分析与解：题中给出了两个似乎毫无关联的数据，无法沟通与矩形的联系。我们给这个直角三角形再拼补上一个相同的直角三角形（见右上图）。因为A与A′，B与B′面积分别相等，所以甲、乙两个矩形的面积相等。乙的面积是4×6=24，所以甲的面积，即所求矩形的面积也是24。
　　例5下图中，甲、乙两个正方形的边长的和是20厘米，甲正方形比乙正方形的面积大40厘米2。求乙正方形的面积。
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　　分析与解：如果从甲正方形中“挖掉”和乙正方形同样大的正方形丙，所剩的A，B，C三部分之和就是40厘米2（见左下图）。
[image: image287.jpg]



　　把C割下，拼补到乙正方形的上面（见右上图），这样A，B，C三块就合并成一个长20厘米的矩形，面积是40厘米2，宽是40÷20=2（厘米）。这个宽恰好是两个正方形的边长之差，由此可求出乙正方形的边长为（20-2）÷2=9（厘米），从而乙正方形的面积为9×9=81（厘米2）。
　　
练习22
　　1.求下列各图中阴影部分的面积：
　　（1）[image: image288.jpg]


 （2）[image: image289.jpg]



　　2.以等腰直角三角形的两条直角边为直径画两个半圆弧（见下图），直角边长4厘米，求图中阴影部分的面积。
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　　3.在左下图所示的等腰直角三角形中，剪去一个三角形后，剩下的部分是一个直角梯形（阴影部分）。已知梯形的面积为36厘米2，上底为3厘米，求下底和高。
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　4.在右上图中，长方形AEFD的面积是18厘米2，BE长3厘米，求CD的长。
　　5.下图是甲、乙两个正方形，甲的边长比乙的边长长3厘米，甲的面积比乙的面积大45厘米2。求甲、乙的面积之和。
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　　6.求下图（单位：厘米）中四边形ABCD的面积。
[image: image293.jpg]



　　
第23讲 列方程解应用题
　　有些数量关系比较复杂的应用题，用算术方法求解比较困难。此时，如果能恰当地假设一个未知量为x（或其它字母），并能用两种方式表示同一个量，其中至少有一种方式含有未知数x，那么就得到一个含有未知数x的等式，即方程。利用列方程求解应用题，数量关系清晰、解法简洁，应当熟练掌握。
　　例1商店有胶鞋、布鞋共46双，胶鞋每双7.5元，布鞋每双5.9元，全部卖出后，胶鞋比布鞋多收入10元。问：胶鞋有多少双？
　　分析：此题几个数量之间的关系不容易看出来，用方程法却能清楚地把它们的关系表达出来。
　　设胶鞋有x双，则布鞋有（46-x）双。胶鞋销售收入为7.5x元，布鞋销售收入为5.9（46-x）元，根据胶鞋比布鞋多收入10元可列出方程。
　　解：设有胶鞋x双，则有布鞋（46-x）双。
　　7.5x-5.9（46-x）=10，
　　 7.5x-271.4+5.9x=10，
　　 13.4x=281.4，
　　 x=21。
　　答：胶鞋有21双。[image: image294.jpg]PR RTEAL. # ESRAGOR ERORROROT, B
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　分析：因为题目条件中黄球、蓝球个数都是与红球个数进行比较，所以　[image: image298.jpg]AR EONERE R, BRIBHRAHE % gD 24, AT,
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　　答：袋中共有74个球。
　　在例1中，求胶鞋有多少双，我们设胶鞋有x双；在例2中，求袋中共有多少个球，我们设红球有x个，求出红球个数后，再求共有多少个球。像例1那样，直接设题目所求的未知数为x，即求什么设什么，这种方法叫直接设元法；像例2那样，为解题方便，不直接设题目所求的未知数，而间接设题目中另外一个未知数为x，这种方法叫间接设元法。具体采用哪种方法，要看哪种方法简便。在小学阶段，大多数题目可以使用直接设元法。
　　例3某建筑公司有红、灰两种颜色的砖，红砖量是灰砖量的2倍，计划修建住宅若干座。若每座住宅使用红砖80米3，灰砖30米3，那么，红砖缺40米3，灰砖剩40米3。问：计划修建住宅多少座？
　　分析与解一：用直接设元法。设计划修建住宅x座，则红砖有（80x-40）米3，灰砖有（30x+40）米3。根据红砖量是灰砖量的2倍，列出方程
　　80x-40=（30x+40）×2，
　　80x-40=60x+80，
　　 　　20x=120，
　　　　　 x=6（座）。
　　分析与解二：用间接设元法。设有灰砖x米3，则红砖有2x米3。根据修建住宅的座数，列出方程。
　　　[image: image301.jpg]40_ 22440
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　　（x-40）×80=（2x+40）×30，
　　　　80x-3200=60x+1200，
　　 　　　　20x=4400，
　　　　　　　 x=220（米3）。
　　由灰砖有220米3，推知修建住宅（220-40）÷30=6（座）。
　　同理，也可设有红砖x米3。留给同学们做练习。
　　例4教室里有若干学生，走了10个女生后，男生是女生人数的2倍，又走了9个男生后，女生是男生人数的5倍。问：最初有多少个女生？
　　分析与解：设最初有x个女生，则男生最初有（x-10）×2个。根据走了10个女生、9个男生后，女生是男生人数的5倍，可列方程
　　x-10=[（x-10）×2-9]×5，
　　x-10=（2x-29）×5，
　　x-10=10x-145，
　　　9x=135，
　　　 x=15（个）。
　　例5一群学生进行篮球投篮测验，每人投10次，按每人进球数统计的部分情况如下表：
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　　还知道至少投进3个球的人平均投进6个球，投进不到8个球的人平均投进3个球。问：共有多少人参加测验？
　　分析与解：设有x人参加测验。由上表看出，至少投进3个球的有（x-7-5-4）人，投进不到8个球的有（x-3-4-1）人。投中的总球数，既等于进球数不到3个的人的进球数加上至少投进3个球的人的进球数，
　　0×7+1×5+2×4+6×（x-7-5-4）
　　= 5+8+6×（x-16）
　　= 6x-83，
　　也等于进球数不到8个的人的进球数加上至少投进8个球的人的进球数，
　　3×（x-3-4-1）+8×3+9×4+10×1，
　　= 3×（x-8）+24+36+10

　　= 3x+46。
　　由此可得方程
　　6x-83=3x+46，
　　 　3x=129，
　　　　x=43（人）。
　　例6甲、乙、丙三人同乘汽车到外地旅行，三人所带行李的重量都超过了可免费携带行李的重量，需另付行李费，三人共付4元，而三人行李共重150千克。如果一个人带150千克的行李，除免费部分外，应另付行李费8元。求每人可免费携带的行李重量。
　　分析与解：设每人可免费携带x千克行李。一方面，三人可免费携带3x千克行李，三人携带150千克行李超重（150-3x）千克，超重行李每千克应付4÷（150-3x）元；另一方面，一人携带150千克行李超重（150-x）千克，超重行李每千克应付8÷（150-x）元。根据超重行李每千克应付的钱数，可列方程
　　4÷（150-3x）=8÷（150-x），
　　4×（150-x）=8×（150-3x），
　　　　　 600-4x=1200-24x，
　　　　　　20x=600，
　　　　　　　x=30（千克）。
练习23
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还剩60元。问：甲、乙二人各有存款多少元？[image: image305.jpg]2$~Zﬁ?@%kﬁ@%%wﬁ,Mﬁ@%ﬁm%%@WVMlﬁ
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有多少溶液？
　　3.大、小两个水池都未注满水。若从小池抽水将大池注满，则小池还剩5吨水；若从大池抽水将小池注满，则大池还剩30吨水。已知大池容积是小池的1.5倍，问：两池中共有多少吨水？
　　4.一群小朋友去春游，男孩每人戴一顶黄帽，女孩每人戴一顶红帽。在每个男孩看来，黄帽子比红帽子多5顶；在每个女孩看来，黄帽子是红帽子的2倍。问：男孩、女孩各有多少人？
　　5.教室里有若干学生，走了10个女生后，男生人数是女生的1.5倍，又走了10个女生后，男生人数是女生的4倍。问：教室里原有多少个学生？[image: image309.jpg]6. B TFNOMER, EWEKER, iim%% RBERER, &
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含金多少克？
　　7.一位牧羊人赶着一群羊去放牧，跑出一只公羊后，他数了数羊的只数，发现剩下的羊中，公羊与母羊的只数比是9∶7；过了一会跑走的公羊又回到了羊群，却又跑走了一只母羊，牧羊人又数了数羊的只数，发现公羊与母羊的只数比是7∶5。这群羊原来有多少只？
第24讲 行程问题（一）
　　路程、时间、速度是行程问题的三个基本量，它们之间的关系如下：
路程=时间×速度，
时间=路程÷速度，
速度=路程÷时间。
　　这一讲就是通过例题加深对这三个基本数量关系的理解。
　　例1 一个车队以4米/秒的速度缓缓通过一座长200米的大桥，共用115秒。已知每辆车长5米，两车间隔10米。问：这个车队共有多少辆车？
　　分析与解：求车队有多少辆车，需要先求出车队的长度，而车队的长度等于车队115秒行的路程减去大桥的长度。由“路程=时间×速度”可求出车队115秒行的路程为4×115=460（米）。
　　故车队长度为460-200=260（米）。再由植树问题可得车队共有车（260-5）÷（5+10）+1=18（辆）。
　　例2骑自行车从甲地到乙地，以10千米/时的速度行进，下午1点到；以15千米/时的速度行进，上午11点到。如果希望中午12点到，那么应以怎样的速度行进？
　　分析与解：这道题没有出发时间，没有甲、乙两地的距离，也就是说既没有时间又没有路程，似乎无法求速度。这就需要通过已知条件，求出时间和路程。
　　假设A，B两人同时从甲地出发到乙地，A每小时行10千米，下午1点到；B每小时行15千米，上午11点到。B到乙地时，A距乙地还有10×2=20（千米），这20千米是B从甲地到乙地这段时间B比A多行的路程。因为B比A每小时多行15-10=5（千米），所以B从甲地到乙地所用的时间是
　　20÷（15-10）=4（时）。
　　由此知，A，B是上午7点出发的，甲、乙两地的距离是
　　15×4=60（千米）。
　　要想中午12点到，即想（12-7=）5时行60千米，速度应为
　　60÷（12-7）=12（千米/时）。
　　例3 划船比赛前讨论了两个比赛方案。第一个方案是在比赛中分别以2.5米/秒和3.5米/秒的速度各划行赛程的一半；第二个方案是在比赛中分别以2.5米/秒和3.5米/秒的速度各划行比赛时间的一半。这两个方案哪个好？
　　分析与解：路程一定时，速度越快，所用时间越短。在这两个方案中，速度不是固定的，因此不好直接比较。在第二个方案中，因为两种速度划行的时间相同，所以以3.5米/秒的速度划行的路程比以2.5米/秒的速度划行的路程长。用单线表示以2.5米/秒的速度划行的路程，用双线表示以3.5米/秒的速度划行的路程，可画出下图所示的两个方案的比较图。其中，甲段+乙段=丙段。
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　　在甲、丙两段中，两个方案所用时间相同；在乙段，因为路程相同，且第二种方案比第一种方案速度快，所以第二种方案比第一种方案所用时间短。
　　综上所述，在两种方案中，第二种方案所用时间比第一种方案少，即第二种方案好。
　　例4 小明去爬山，上山时每小时行2.5千米，下山时每小时行4千米，往返共用3.9时。问：小明往返一趟共行了多少千米？
　　分析与解：因为上山和下山的路程相同，所以若能求出上山走1千米和下山走1千米一共需要的时间，则可以求出上山及下山的总路程。
　　因为上山、下山各走1千米共需
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　　所以上山、下山的总路程为
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　　在行程问题中，还有一个平均速度的概念：平均速度=总路程÷总时间。
　　例如，例4中上山与下山的平均速度是
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　　例5一只蚂蚁沿等边三角形的三条边爬行，如果它在三条边上每分钟分别爬行50，20，40厘米，那么蚂蚁爬行一周平均每分钟爬行多少厘米？
　　解：设等边三角形的边长为l厘米，则蚂蚁爬行一周需要的时间为
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蚂蚁爬行一周平均每分钟爬行
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　　在行程问题中有一类“流水行船”问题，在利用路程、时间、速度三者之间的关系解答这类问题时，应注意各种速度的含义及相互关系：
顺流速度=静水速度+水流速度，
逆流速度=静水速度-水流速度，
静水速度=（顺流速度+逆流速度）÷2，
水流速度=（顺流速度-逆流速度）÷2。
　　此处的静水速度、顺流速度、逆流速度分别指船在静水中、船顺流、船逆流的速度。
　　例6 两个码头相距418千米，汽艇顺流而下行完全程需11时，逆流而上行完全程需19时。求这条河的水流速度。
　　解：水流速度=（顺流速度-逆流速度）÷2
　　=（418÷11-418÷19）÷2

　　=（38-22）÷2

　　=8（千米/时）
　　答：这条河的水流速度为8千米/时。
练习24 

　　1.小燕上学时骑车，回家时步行，路上共用50分钟。若往返都步行，则全程需要70分钟。求往返都骑车需要多少时间。
　　2.某人要到60千米外的农场去，开始他以5千米/时的速度步行，后来有辆速度为18千米/时的拖拉机把他送到了农场，总共用了5.5时。问：他步行了多远？
　　3.已知铁路桥长1000米，一列火车从桥上通过，测得火车从开始上桥到完全下桥共用120秒，整列火车完全在桥上的时间为80秒。求火车的速度和长度。
　　4.小红上山时每走30分钟休息10分钟，下山时每走30分钟休息5分钟。已知小红下山的速度是上山速度的1.5倍，如果上山用了3时50分，那么下山用了多少时间？
　　5.汽车以72千米/时的速度从甲地到乙地，到达后立即以48千米/时的速度返回甲地。求该车的平均速度。
　　6.两地相距480千米，一艘轮船在其间航行，顺流需16时，逆流需20时，求水流的速度。
　　7.一艘轮船在河流的两个码头间航行，顺流需要6时，逆流需要8时，水流速度为2.5千米/时，求轮船在静水中的速度。
第25讲 行程问题（二）
本讲重点讲相遇问题和追及问题。在这两个问题中，路程、时间、速度的关系表现为：

相遇问题：
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追击问题：
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在实际问题中，总是已知路程、时间、速度中的两个，求另一个。
　　例1甲车每小时行40千米，乙车每小时行60千米。两车分别从A，B两地同时出发，相向而行，相遇后3时，甲车到达B地。求A，B两地的距离。
　　分析与解：先画示意图如下：
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　　图中C点为相遇地点。因为从C点到B点，甲车行3时，所以C，B两地的距离为40×3=120（千米）。
　　这120千米乙车行了120÷60=2（时），说明相遇时两车已各行驶了2时，所以A，B两地的距离是　（40+60）×2=200（千米）。
　　例2小明每天早晨按时从家出发上学，李大爷每天早晨也定时出门散步，两人相向而行，小明每分钟行60米，李大爷每分钟行40米，他们每天都在同一时刻相遇。有一天小明提前出门，因此比平时早9分钟与李大爷相遇，这天小明比平时提前多少分钟出门？
　　分析与解：因为提前9分钟相遇，说明李大爷出门时，小明已经比平时多走了两人9分钟合走的路，即多走了（60+40）×9=900（米），
　　所以小明比平时早出门900÷60=15（分）。
　　例3小刚在铁路旁边沿铁路方向的公路上散步，他散步的速度是2米/秒，这时迎面开来一列火车，从车头到车尾经过他身旁共用18秒。已知火车全长342米，求火车的速度。
　　分析与解：
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　　在上图中，A是小刚与火车相遇地点，B是小刚与火车离开地点。由题意知，18秒小刚从A走到B，火车头从A走到C，因为C到B正好是火车的长度，所以18秒小刚与火车共行了342米，推知小刚与火车的速度和是342÷18=19（米/秒），
　　从而求出火车的速度为19-2=17（米/秒）。
　　例4 铁路线旁边有一条沿铁路方向的公路，公路上一辆拖拉机正以20千米/时的速度行驶。这时，一列火车以56千米/时的速度从后面开过来，火车从车头到车尾经过拖拉机身旁用了37秒。求火车的全长。
　　分析与解
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　　与例3类似，只不过由相向而行的相遇问题变成了同向而行的追及问题。由上图知，37秒火车头从B走到C，拖拉机从B走到A，火车比拖拉机多行一个火车车长的路程。用米作长度单位，用秒作时间单位，求得火车车长为
　　速度差×追及时间
= [（56000-20000）÷3600]×37

= 370（米）。
　　例5如右图所示，沿着某单位围墙外面的小路形成一个边长300米的正方形，甲、乙两人分别从两个对角处沿逆时针方向同时出发。已知甲每分走90米，乙每分走70米。问：至少经过多长时间甲才能看到乙？
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　　分析与解：当甲、乙在同一条边（包括端点）上时甲才能看到乙。甲追上乙一条边，即追上300米需
300÷（90-70）=15（分），此时甲、乙的距离是一条边长，而甲走了90×15÷300=4.5（条边），位于某条边的中点，乙位于另一条边的中点，所以甲、乙不在同一条边上，甲看不到乙。甲再走0.5条边就可以看到乙了，即甲走5条边后可以看到乙，共需
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　　例6 猎狗追赶前方30米处的野兔。猎狗步子大，它跑4步的路程兔子要跑7步，但是兔子动作快，猎狗跑3步的时间兔子能跑4步。猎狗至少跑出多远才能追上野兔？
　　分析与解：这道题条件比较隐蔽，时间、速度都不明显。为了弄清兔子与猎狗的速度的关系，我们将条件都变换到猎狗跑12步的情形（想想为什么这样变换）：
　　（1）猎狗跑12步的路程等于兔子跑21步的路程；
　　（2）猎狗跑12步的时间等于兔子跑16步的时间。
　　由此知，在猎狗跑12步的这段时间里，猎狗能跑12步，相当于兔子跑[image: image327.jpg]21, MAFERBSHAZARICE, FUMROEERATH 2 5.
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　　也就是说，猎狗每跑21米，兔子跑16米，猎狗要追上兔子30米需跑21×[30÷（21-16）]=126（米）。

练习25 
　　1.A，B两村相距2800米，小明从A村出发步行5分钟后，小军骑车从B村出发，又经过10分钟两人相遇。已知小军骑车比小明步行每分钟多行130米，小明每分钟步行多少米？
　　2.甲、乙两车同时从A，B两地相向而行，它们相遇时距A，B两地中心处8千米。已知甲车速度是乙车的1.2倍，求A，B两地的距离。
3.小红和小强同时从家里出发相向而行。小红每分钟走52米，小强每分钟走70米，二人在途中的A处相遇。若小红提前4分钟出发，但速度不变，小强每分钟走90米，则两人仍在A处相遇。小红和小强的家相距多远？
　　4.一列快车和一列慢车相向而行，快车的车长是280米，慢长的车长是385米。坐在快车上的人看见慢车驶过的时间是11秒，坐在慢车上的人看见快车驶过的时间是多少秒？
　　5.甲、乙二人同时从A地到B地去。甲骑车每分钟行250米，每行驶10分钟后必休息20分钟；乙不间歇地步行，每分钟行100米，结果在甲即将休息的时刻两人同时到达B地。问：A，B两地相距多远？
　　6.甲、乙两人从周长为1600米的正方形水池相对的两个顶点同时出发逆时针行走，两人每分钟分别行50米和46米。出发后多长时间两人第一次在同一边上行走？
　　7.一只猎狗正在追赶前方20米处的兔子，已知狗一跳前进3米，兔子一跳前进2.1米，狗跳3次的时间兔子跳4次。兔子跑出多远将被猎狗追上？
第26讲 行程问题（三）
在行程问题中，经常会碰到相遇问题、追及问题、时间路程速度的关系问题等交织在一起的综合问题，这类问题难度较大，往往需要画图帮助搞清各数量之间的关系，并把综合问题分解成几个单一问题，然后逐次求解。
　　例1 两条公路成十字交叉，甲从十字路口南1800米处向北直行，乙从十字路口处向东直行。甲、乙同时出发12分钟后，两人与十字路口的距离相等；出发后75分钟，两人与十字路口的距离再次相等。此时他们距十字路口多少米？
　　分析与解：如左下图所示，出发12分钟后，甲由A点到达B点，乙由O点到达C点，且OB=OC。如果乙改为向南走，那么这个条件相当于“两人相距1800米，12分钟相遇”的相遇问题，所以每分钟两人一共行1800÷12=150（米）。
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　　如右上图所示，出发75分钟后，甲由A点到达E点，乙由O点到达F点，且OE=OF。如果乙改为向北走，那么这个条件相当于“两人相距1800米，75分钟后甲追上乙”的追及问题，所以每分钟两人行走的路程差是1800÷75=24（米）。
　　再由和差问题，可求出乙每分钟行（150-24）÷2=63（米），
　　出发后75分钟距十字路口63×75=4725（米）。
　　例2 小轿车、面包车和大客车的速度分别为60千米/时、48千米/时和42千米/时，小轿车和大客车从甲地、面包车从乙地同时相向出发，面包车遇到小轿车后30分钟又遇到大客车。问：甲、乙两地相距多远？
　　分析与解：如下图所示，面包车与小轿车在A点相遇，此时大客车到达B点，大客车与面包车行BA这段路程共需30分钟。
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　　由大客车与面包车的相遇问题知BA=（48+42）×（30÷60）=45（千米）；
　　小轿车比大客车多行BA（45千米）需要的时间，由追及问题得到45÷（60-42）=2.5（时）；
　　在这2.5时中，小轿车与面包车共行甲、乙两地的一个单程，由相遇问题可求出甲、乙两地相距（60+48）×2.5=270（千米）。
　　由例1、例2看出，将较复杂的综合问题分解为若干个单一问题，可以达到化难为易的目的。
　　例3 小明放学后，沿某路公共汽车路线以不变速度步行回家，该路公共汽车也以不变速度不停地运行。每隔9分钟就有一辆公共汽车从后面超过他，每隔7分钟就遇到迎面开来的一辆公共汽车。问：该路公共汽车每隔多少分钟发一次车？
　　分析与解：这是一道数量关系非常隐蔽的难题，有很多种解法，但大多数解法复杂且不易理解。为了搞清各数量之间的关系，我们对题目条件做适当变形。
　　假设小明在路上向前行走了63分钟后，立即回头再走63分钟，回到原地。这里取63，是由于[7，9]=63。这时在前63分钟他迎面遇到63÷7=9（辆）车，后63分钟有63÷9=7（辆）车追上他，那么在两个63分钟里他共遇到朝同一方向开来的16辆车，则发车的时间间隔为
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　　例4 甲、乙两人在长为30米的水池里沿直线来回游泳，甲的速度是1米/秒，乙的速度是0.6米/秒，他们同时分别从水池的两端出发，来回共游了11分钟，如果不计转向的时间，那么在这段时间里，他们共相遇了多少次？
　　分析与解：甲游一个单程需30÷1=30（秒），乙游一个单程需30÷0.6=50（秒）。甲游5个单程，乙游3个单程，各自到了不同的两端又重新开始，这个过程的时间是150秒，即2.5分钟，其间，两人相遇了5次（见下图），实折线与虚折线的交点表示相遇点。
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　　以2.5分钟为一个周期，11分钟包含4个周期零1分钟，而在一个周期中的第1分钟内，从图中看出两人相遇2次，故一共相遇了5×4+2=22（次）。
　　例4用画图的方法，直观地看出了一个周期内相遇的次数，由此可见画图的重要性。
　　例5甲、乙两人同时从山脚开始爬山，到达山顶后就立即下山。他们两人下山的速度都是各自上山速度的2倍。甲到山顶时乙距山顶还有400米，甲回到山脚时乙刚好下到半山腰。求从山脚到山顶的距离。
　　分析与解：本题的难点在于上山与下山的速度不同，如果能在不改变题意的前提下，变成上山与下山的速度相同，那么问题就可能变得容易些。
　如果两人下山的速度与各自上山的速度相同，那么题中“甲回到山脚时
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山顶的距离是
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练习26 
　　1.甲、乙二人上午8时同时从东村骑车到西村去，甲每小时比乙快6千米，中午12点甲到达西村后立即返回东村，在距西村15千米处遇到乙。问：东、西两村相距多远？
　　2.红星小学组织学生排成队步行去郊游，步行的速度是1米/秒，队尾的王老师以2.5米/秒的速度赶到排头，然后立即返回队尾，共用10分钟。求队伍的长度。
　　3.甲、乙二人分别从A，B两地同时出发，两人同向而行，甲26分钟赶上乙；两人相向而行，6分钟可相遇。已知乙每分钟行50米，求A，B两地的距离。
　　4.某人沿公路前进，迎面来了一辆汽车，他问司机：“后面有骑自行车的人吗？”司机回答：“10分钟前我超过一个骑自行车的人。”这人继续走了10分钟，遇到了这个骑自行车的人。如果自行车的速度是人步行速度的3倍，那么，汽车速度是人步行速度的多少倍？
　　5.某人沿着电车道旁的便道以4.5千米/时的速度步行，每7.2分钟有一辆电车迎面开过，每12分钟有一辆电车从后面追过。如果电车按相等的时间间隔发车，并以同一速度不停地往返运行，那么电车的速度是多少？电车发车的时间间隔是多少？
　　6.铁路旁有一条小路，一列长110米的火车以30千米/时的速度向南驶去，8点时追上向南行走的一名工人，15秒后离他而去，8点6分迎面遇到一个向北行走的农民，12秒后离开这个农民。问：工人与农民何时相遇？
　　7.小红从家到火车站赶乘火车，每小时行4千米，火车开时她还离车站1千米；每小时行5千米，她就早到车站12分钟。小红家离火车站多少千米？
第27讲 逻辑问题（一）
　　四年级已经学习过用列表法和假设法解答逻辑推理问题。从广义上说，任何一道数学题，任何一个思维过程，都需要逻辑分析、判断和推理。我们这里所说的逻辑问题，是指那些主要不是通过计算，而是通过逻辑分析、判断和推理，得出正确结论的问题。
逻辑推理必须遵守四条基本规律：
（1）同一律。在同一推理过程中，每个概念的含义，每个判断都应从始至终保持一致，不能改变。
　　（2）矛盾律。在同一推理过程中，对同一对象的两个互相矛盾的判断，至少有一个是错误的。例如，“这个数大于8”和“这个数小于5”是两个互相矛盾的判断，其中至少有一个是错的，甚至两个都是错的。
　　（3）排中律。在同一推理过程中，对同一对象的两个恰好相反的判断必有一个是对的，它们不能同时都错。例如“这个数大于8”和“这个数不大于8”是两个恰好相反的判断，其中必有一个是对的，一个是错的。
　　（4）理由充足律。在一个推理过程中，要确认某一判断是对的或不对的，必须有充足的理由。
　　我们在日常生活和学习中，在思考、分析问题时，都自觉或不自觉地使用着上面的规则，只是没有加以总结。例如假设法，根据假设推出与已知条件矛盾，从而否定假设，就是利用了矛盾律。在列表法中，对同一事件“√”与“×”只有一个成立，就是利用了排中律。
　　例1 张聪、王仁、陈来三位老师担任五（2）班的语文、数学、英语、音乐、美术、体育六门课的教学，每人教两门。现知道：
　　（1）英语老师和数学老师是邻居；
　　（2）王仁年纪最小；
　　（3）张聪喜欢和体育老师、数学老师来往；
　　（4）体育老师比语文老师年龄大；
　　（5）王仁、语文老师、音乐老师三人经常一起做操。
　　请判断各人分别教的是哪两门课程。
　　分析与解：题中给出的已知条件较复杂，我们用列表法求解。先设计出右图的表格，表内用“√”表示肯定，用“×”表示否定。因为题目说“每人教两门”，所以每一横行都应有2个“√”；因为每门课只有一人教，所以每一竖列都只有1个“√”，其余均为“×”。
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由（3）知，张聪不是体育、数学老师；由（5）知，王仁不是语文、音乐老师；由（2）（4）知，王仁不是体育老师，推知陈来是体育老师。至此，得到左下表[image: image341.jpg]EHIEIEIFEIEIE
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　　由（3）知，体育老师与数学老师不是一个人，即陈来不是数学老师，推知王仁是数学老师；由（1）知，数学老师王仁不是英语老师，推知王仁是美术老师。至此，得到右上表。
　　由（4）知，体育老师陈来与语文老师不是一个人，即陈来不是语文老师，推知张聪是语文老师；由（5）知，语文老师张聪不是音乐老师，推知陈来是音乐老师；最后得到张聪是英语老师，见下表。
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　　所以，张聪教语文、英语，王仁教数学、美术，陈来教音乐、体育。
　　以上推理过程中，除充分利用已知条件外，还将前面已经推出的正确结果作为后面推理的已知条件，充分加以利用。另外，还充分利用了表格中每行只有两个“√”，每列只有一个“√”，其余都是“×”这个隐含条件。
　　例1的推理方法是不断排斥不可能的情况，选取符合条件的结论，这种方法叫做排他法。
　　例2 小明、小芳、小花各爱好游泳、羽毛球、乒乓球中的一项，并分别在一小、二小、三小中的一所小学上学。现知道：
　　（1）小明不在一小；
　　（2）小芳不在二小；
　　（3）爱好乒乓球的不在三小；
　　（4）爱好游泳的在一小；
　　（5）爱好游泳的不是小芳。
　　问：三人上各爱好什么运动？各上哪所小学？
　　分析与解：这道题比例1复杂，因为要判断人、学校和爱好三个内容。与四年级第26讲例4类似，先将题目条件中给出的关系用下面的表1、表2、表3表示：
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　　因为各表中，每行每列只能有一个“√”，所以表3可补全为表4。
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由表4、表2知道，爱好游泳的在一小，小芳不爱游泳，所以小芳不在一小。于是可将表1补全为表5。对照表5和表4，得到：小明在二小上学，爱好打乒乓球；小芳在三小上学，爱好打羽毛球；小花在一小上学，爱好游泳。
　　例1、例2用列表法求解。下面，我们用分析推理的方法解例3、例4。
　　例3小说《镜花缘》中有一段林之祥与多久公飘洋过海的故事。有一天他们来到了“两面国”，却忘记了这一天是星期几。迎面见了“两面国”里的牛头和马面。他们知道，牛头在星期一、二、三说假话，在星期四、五、六、日说真话；马面在星期四、五、六说假话，在星期一、二、三、日说真话。牛头说：“昨天是我说假话的日子。”马面说：“真巧，昨天也是我说假话的日子。”
　　请判断这一天是星期几。
　　分析与解：因为牛头、马面只有星期日都说真话，其它时间总是一个说真话，另一个说假话，所以这一天不是星期日，否则星期六都说假话，与题意不符。
　　由题意知，这一天说真话的，前一天必说假话；这一天说假话的，前一天必说真话。推知这一天同时是牛头、马面说假话与说真话转换的日子。因为星期二、三、五、六都不是说假话与说真话转换的日子，所以这一天不是星期二、三、五、六；星期一是牛头由说真话变为说假话的日子，但不是马面由说假话变为说真话的日子，所以这一天也不是星期一；星期四是牛头由说假话变为说真话的日子，也是马面由说真话变为说假话的日子，所以这天是星期四。
　　例4 A，B，C，D四个同学中有两个同学在假日为街道做好事，班主任把这四人找来了解情况，四人分别回答如下。
　　A：“C，D两人中有人做了好事。”
　　B：“C做了好事，我没做。”
　　C：“A，D中只有一人做了好事。”
　　D：“B说的是事实。”
　　最后通过仔细分析调查，发现四人中有两人说的是事实，另两人说的与事实有出入。到底是谁做了好事？
　　分析与解：我们用假设法来解决。题目说四人中有两人说的是事实，另两人说的与事实有出入。注意，此处的“与事实有出入”表示不完全与事实相符，比如，当B，C都做了好事，或B，C都没做好事，或B做了好事而C没做好事时，B说的话都与事实有出入。
　　因为B与D说的是一样的，所以只有两种可能，要么B与D正确，A与C错；要么B与D错，A与C正确。（1）假设B与D说的话正确。这时C做了好事，A说C，D两人中有人做了好事，A说的话也正确，这与题目条件只有“两人说的是事实”相矛盾。所以假设不对。
　　（2）假设A与C说的话正确。那么做好事的是A与C，或B与D，或C与D。若做好事的是A与C，或C与D，则B说的话也正确，与题意不符；若做好事的是B与D，则B说的话与事实不符，符合题意。
　　综上所述，做好事的是B与D。
练习27
　　1.A，B，C，D，E五个好朋友曾在一张圆桌上讨论过一个复杂的问题。今天他们又聚在了一起，回忆当时的情景。
　　A说：“我坐在B的旁边。”
　　B说：“坐在我左边的不是C就是D。”
　　C说：“我挨着D。”
　　D说：“C坐在B的右边。”
　　实际上他们都记错了。你能说出当时他们是怎样坐的吗？没有发言的E的左边是谁？
　　2.从A，B，C，D，E，F六种产品中挑选出部分产品去参加博览会。根据挑选规则，参展产品满足下列要求：
　　（1）A，B两种产品中至少选一种；
　　（2）A，D两种产品不能同时入选；
　　（3）A，E，F三种产品中要选两种；
　　（4）B，C两种产品都入选或都不能入选；
　　（5）C，D两种产品中选一种；
　　（6）若D种产品不入选，则E种也不能入选。
　　问：哪几种产品被选中参展？
　　3.三户人家每家有一个孩子，分别是小平（女）、小红（女）和小虎（男），孩子的爸爸是老王、老张和老陈，妈妈是刘英、李玲和方丽。
　　（1）老王和李玲的孩子都参加了少年女子体操队；
　　（2）老张的女儿不是小红；
　　（3）老陈和方丽不是一家人。
　　请你将三户人家区分开。
　　4.甲、乙、丙三人，他们的籍贯分别是辽宁、广西、山东，他们的职业分别是教师、工人、演员。已知：
　　（1）甲不是辽宁人，乙不是广西人；
　　（2）辽宁人不是演员，广西人是教师；
　　（3）乙不是工人。
　　求这三人各自的籍贯和职业。
　　5.甲说：“乙和丙都说谎。”乙说：“甲和丙都说谎。”丙说：“甲和乙都说谎。”根据三人所说，你判断一下，下面的结论哪一个正确：
　　（1）三人都说谎；
　　（2）三人都不说谎；
　　（3）三人中只有一人说谎；
　　（4）三人中只有一人不说谎。
　　6.五号楼住着四个女孩和两个男孩，他们的年龄各不相同，最大的10岁，最小的4岁，最大的女孩比最小的男孩大4岁，最大的男孩比最小的女孩也大4岁，求最大的男孩的岁数。
第28讲 逻辑问题（二）
　　例1老师拿来五顶帽子，两顶红的三顶白的。他让三个聪明的同学甲、乙、丙按甲、乙、丙的顺序排成一路纵队，并闭上眼睛，然后分别给他们各戴上一顶帽子，同时把余下的帽子藏起来。当他们睁开眼后，乙和丙都判断不出自己所戴帽子的颜色，而站在最前面的甲却根据此情况判断出了自己所戴帽子的颜色。
　　甲戴的帽子是什么颜色？他是怎样判断的？
　　分析与解：这是一个典型的逻辑推理问题。甲站在最前面，虽然看不见任何一顶帽子，但他可以想到：如果我和乙戴的都是红帽子，因为一共只有两顶红帽子，那么丙就会判断出自己戴的是白帽子。丙判断不出自己戴的帽子的颜色，说明我和乙戴的帽子是两白或一白一红。
　　甲接着想：乙也很聪明，当他看到丙判断不出自己戴的帽子的颜色时，他也能判断出我们两人戴的帽子是两白或一白一红。此时，如果他看到我戴是红帽子，那么他就会知道自己戴的是白帽子，只有我戴的是白帽子时，他才可能猜不出自己戴的帽子的颜色。所以，我戴的一定是白帽子。
　　例1中，甲的分析非常精采，严密而无懈可击。
　　例2三个盒子各装两个球，分别是两个黑球、两个白球、一个黑球一个白球。封装后，发现三个盒子的标签全部贴错。如果只允许打开一个盒子，拿出其中一个球看，那么能把标签全部纠正过来吗？
　　分析与解：因为“三个盒子的标签全部贴错”了，贴错的情况见下图（○表示白球，●表示黑球）:
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　　如果从标签是两黑的盒子中拿一个球，那么最不利的情况是拿出一个白球，此时无法判定是实际情况1，还是实际情况2，也就无法把标签全部纠正过来；
　　同理，从标签是两白的盒子中拿一个球，若拿的是黑球，则也无法把标签全部纠正过来；
　　从标签是一黑一白的盒子中拿出一个球，若拿出的是黑球，则能确定出是实际情况1，若拿出的是白球，则能确定出是实际情况2，因此能把标签全部纠正过来。
　　所以，只要从标签是一黑一白的盒子中拿一个球，就能纠正全部标签。
　　例3 A，B，C三名同学参加了一次标准化考试，试题共10道，都是正误题，每道题10分，满分为100分。正确画“√”，错误画“×”。他们的答卷如下表：
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　　考试成绩公布后，三人都得70分。请你给出各题的正确答案。
　　分析与解：我们先分析一下三人的得分情况。因为三人都得70分，所以每人都错了3道题。比较A，B的答卷发现，他们有6道题的答案不一样，说明这6道题A，B两人各错3道，也就是说，A，B答案相同的题都对了，因此找到了第1，3，4，10题的正确答案。同理，A，C的答卷也有6道题的答案不一样，因此找到了第3，6，8，9题的正确答案；同理B，C的答卷也有6道题的答案不一样，因此找到了第2，3，5，7题的正确答案。各题的正确答案如下表：
[image: image349.jpg]10

g
i

EE[ < [ x [N AANAAXTA]X





　　例4 A，B，C，D，E五位选手进行乒乓球循环赛，每两人都只赛一盘。规定胜者得2分，负者不得分。现在知道的比赛结果是：A与B并列第一名（有两个并列第一名，就不再设第二名，下一个名次规定为第三名），D比C的名次高，每个人都至少胜了一盘。试求每人的得分。
　　分析与解：因为乒乓球比赛没有平局，所以求胜的盘数与得分是一回事，胜的盘数乘以2就是得分。五人进行循环赛，共需赛10盘，总得分是2×10= 20（分）。
　　因为每人都赛4盘，所以第一名最多胜4盘，但因为A，B并列第一，A，B不可能都胜4盘，所以A，B最多各胜3盘。如果A，B没有各胜3盘，而是各胜2盘，那么剩下的10-2×2= 6（盘）的胜利者只会是C，D，E，根据抽屉原理，C，D，E三人中至少有1人胜了至少2盘，与第一名胜2盘矛盾。所以，A，B各胜3盘，各得6分。
　　还有4盘，已知D比C名次高，每个人都至少胜一盘，只能是D胜2盘得4分，C，E各胜一盘，各得2分。
　　注意：题目中“每个人都至少胜一盘”是制约结果的重要条件，如果没有这个条件，那么该题的结果就有两种可能：一是A，B各胜3盘，各得6分，D胜2盘得4分，C，E各胜1盘，各得2分；二是A，B各胜3盘，各得6分，D，E各胜2盘各得4分，C胜0盘，得0分。
　　 
练习28
　　1.有个老汉想考考他的四个聪明的儿子，他拿出六顶帽子，三顶红的、两顶蓝的和一顶黄的。然后，让四个儿子按大的在前小的在后的顺序排成一路纵队，并让他们闭上眼睛。接着，给他们每人戴上一顶帽子，藏起其余两顶。当他们睁开眼睛后，每个人都只能看见前边人的帽子。这时，老汉依次问小儿子、三儿子和二儿子，“你戴的帽子是什么颜色？”他们都回答“不知道”。最后，老汉又问大儿子。大儿子想了一会儿，正确地说出了自己戴的帽子的颜色。 

　　问：大儿子戴的帽子是什么颜色？他是如何判断的？
　　2.五年级有四个班，每个班有两名班长，每次召开年级班长会议时各班参加一名班长。参加第一次会议的是A，B，C，D，参加第二次会议的是E，B，F，D，参加第三次会议的是A，E，B，G。已知H三次会都没参加，请问每个班各是哪两位班长？
　　3.甲、乙、丙、丁四个学生坐在同一排的相邻座位上，座号是1号至4号。一个专说谎话的人说：“乙坐在丙的旁边，甲坐在乙和丙的中间，乙的座位不是3号。”问：坐在2号座位上的是谁？
　　4.李大娘问三位青年人的年龄。
　　小张说：“我22岁。比小吴小2岁。比小徐大1岁。”
　　小吴说：“我不是年龄最小的。小徐和我差3岁。小徐25岁。”
　　小徐说：“我比小张年龄小。小张23岁。小吴比小张大3岁。”
　　这三位青年人爱开玩笑，每人讲的三句话中，都有一句是错的。李大娘难辩真真假假，请你帮助李大娘弄清这三人的年龄。
　　5. A，B，C三支足球队举行循环比赛（每队之间赛一场），下面是记有详细比赛情况的表。但后来发现表中有四个数是错误的。请按规定重制一张正确的表格。（胜一场记2分，负一场记0分，平一场双方各记1分。）
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　　6.某次数学测验，共有六道试题，均是是非题。正确的画“√”，错误的画“×”。每题答对得2分，不答得1分，答错得0分。甲、乙、丙、丁的答案及前三人的得分如下表，求丁得了多少分。
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第29讲 抽屉原理(一)
　　我们在四年级已经学过抽屉原理，并能够解答一些简单的 抽屉原理问题。这两讲先复习一下抽屉原理的概念，然后结合一些较复杂的抽屉原理问题，讨论如何构造抽屉。
　　抽屉原理1将多于n件物品任意放到n个抽屉中，那么至少有一个抽屉中的物品不少于2件。
　　抽屉原理2将多于m×n件物品任意放到到n个抽屉中，那么至少有一个抽屉中的物品不少于（m+1）件。
　　理解抽屉原理要注意几点：(1)抽屉原理是讨论物品与抽屉的关系，要求物品数比抽屉数或抽屉数的倍数多，至于多多少，这倒无妨。
　　（2）“任意放”的意思是不限制把物品放进抽屉里的方法，不规定每个抽屉中都要放物品，即有些抽屉可以是空的，也不限制每个抽屉放物品的个数。
　　（3）抽屉原理只能用来解决存在性问题，“至少有一个”的意思就是存在，满足要求的抽屉可能有多个，但这里只需保证存在一个达到要求的抽屉就够了。
　　（4）将a件物品放入n个抽屉中，如果a÷n= m……b，其中b是自然数，那么由抽屉原理2就可得到，至少有一个抽屉中的物品数不少于（m+1）件。
　　例1 五年级有47名学生参加一次数学竞赛，成绩都是整数，满分是100分。已知3名学生的成绩在60分以下，其余学生的成绩均在75～95分之间。问：至少有几名学生的成绩相同？
　　分析与解：关键是构造合适的抽屉。既然是问“至少有几名学生的成绩相同”，说明应以成绩为抽屉，学生为物品。除3名成绩在60分以下的学生外，其余成绩均在75～95分之间，75～95共有21个不同分数，将这21个分数作为21个抽屉，把47-3=44（个）学生作为物品。
　　44÷21= 2……2，
　　根据抽屉原理2，至少有1个抽屉至少有3件物品，即这47名学生中至少有3名学生的成绩是相同的。
　　例2 夏令营组织2000名营员活动，其中有爬山、参观博物馆和到海滩游玩三个项目。规定每人必须参加一项或两项活动。那么至少有几名营员参加的活动项目完全相同？
　　分析与解：本题的抽屉不是那么明显，因为问的是“至少有几名营员参加的活动项目完全相同”，所以应该把活动项目当成抽屉，营员当成物品。营员数已经有了，现在的问题是应当搞清有多少个抽屉。
　　因为“每人必须参加一项或两项活动”，共有3项活动，所以只参加一项活动的有3种情况，参加两项活动的有爬山与参观、爬山与海滩游玩、参观与海滩游玩3种情况，所以共有3+3=6（个）抽屉。
　　2000÷6=333……2，
　　根据抽屉原理2，至少有一个抽屉中有333+1=334（件）物品，即至少有334名营员参加的活动项目是相同的。
　　例3把125本书分给五（2）班学生，如果其中至少有1人分到至少4本书，那么，这个班最多有多少人？
　　分析与解：这道题一下子不容易理解，我们将它变变形式。因为是把书分给学生，所以学生是抽屉，书是物品。本题可以变为：125件物品放入若干个抽屉，无论怎样放，至少有一个抽屉中放有4件物品，求最多有几个抽屉。这个问题的条件与结论与抽屉原理2正好相反，所以反着用抽屉原理2即可。由　　1255÷（4-1）＝41……2知，125件物品放入41个抽屉，至少有一个抽屉有不少于4件物品。也就是说这个班最多有41人。
　　同学们想一想，如果有42个人，还能保证至少有一人分到至少4本书吗？
　　例4五（1）班张老师在一次数学课上出了两道题，规定每道题做对得2分，没做得1分，做错得0分。张老师说：可以肯定全班同学中至少有6名学生各题的得分都相同。那么，这个班最少有多少人？
　　分析与解：由“至少有6名学生各题的得分都相同”看出，应该以各题得分情况为抽屉，学生为物品。
　　如果用（a，b）表示各题的得分情况，其中a，b分别表示第一、二题的得分，那么有
　　（2，2），（2，1），（2，0），（1，2），（1，1），
　　（1，0），（0，2），（0，1），（0，0）
　　9种情况，即有9个抽屉。
　　本题变为：已知9个抽屉中至少有一个抽屉至少有6件物品，求至少有多少件物品。反着用抽屉原理2，得到至少有9×（6－1）+1=46(人)。
　　例3与例4尽管都是求学生人数，但因为问题不同，所以构造的抽屉也不同，例3中将学生作为抽屉，例4中则将学生作为物品。可见利用抽屉原理解题，应根据问题灵活构造抽屉。一般地，当问“最少有多少××”时，应将××作为物品，如例1，2，4；当问“最多有多少××时，应将××作为抽屉，如例3。
　　例5任意将若干个小朋友分为五组。证明：一定有这样的两组，两组中的男孩总数与女孩总数都是偶数。
　　分析与解：因为一组中的男孩人数与女孩人数的奇偶性只有下面四种情况：
　　（奇，奇），（奇，偶），（偶，奇），（偶，偶）。
　　将这四种情况作为4个抽屉，五组作为5件物品，由抽屉原理1知，至少有一个抽屉中有两件物品。即这五组中至少有两组的情况相同，将这两组人数相加，男孩人数与女孩人数都是偶数。
　　 练习29 
　　1.某单位购进92箱桔子，每箱至少110个，至多138个，现将桔子数相同的作为一组，箱子数最多的一组至少有几箱？
　　2.幼儿园小朋友分200块饼干，无论怎样分都有人至少分到8块饼干，这群小朋友至多有多少名？
　　3.有若干堆分币，每堆分币中没有币值相同的分币。任意挑选多少堆分币，才能保证一定有两堆分币的组成是相同的？
　　4.图书馆有甲、乙、丙、丁四类图书，规定每个同学最多可以借两本不同类的图书，至少有多少个同学借书，才能保证有两个人所借的图书类别相同？
　　5.我国人口已超过12亿，如果人均寿命不超过75岁，那么我国至少有两个人出生的时间相差不会超过2秒钟。这个结论是否正确？
　　6.红光小学五（2）班选两名班长。投票时，每个同学只能从4名候选人中挑选2名。这个班至少应有多少个同学，才能保证有8个或8个以上的同学投了相同的2名候选人的票？
　　7.把135块饼干分给16个小朋友，若每个小朋友至少要分到一块饼干，那么不管怎样分，一定会有两个小朋友得到的饼干数目相同。为什么？
第30讲 抽屉原理（二）
　　例1把一个长方形画成3行9列共27个小方格，然后用红、蓝铅笔任意将每个小方格涂上红色或蓝色。是否一定有两列小方格涂色的方式相同？
　　分析与解：将9列小方格看成9件物品，每列小方格不同的涂色方式看成不同的抽屉。如果涂色方式少于9种，那么就可以得到肯定的答案。涂色方式共有下面8种：
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　　9件物品放入8个抽屉，必有一个抽屉的物品数不少于2件，即一定有两列小方格涂色的方式相同。
　　例2在任意的四个自然数中，是否总能找到两个数，它们的差是3的倍数？
　　分析与解：这道题可以将4个自然数看成4件物品，可是却没有明显的抽屉，这就需要根据题目构造合适的抽屉。
　　因为题目要求两个数的差是3的倍数，当两个数除以3的余数相同时，这两个数的差一定是3的倍数，所以将自然数按除以3的余数分类，可以分为整除、余1、余2三类，将这三类看成3个抽屉。4件物品放入3个抽屉，必有一个抽屉中至少有2件物品，即4个自然数中至少有2个数除以3的余数相同，它们的差是3的倍数。
　　所以，任意的四个自然数中，总能找到两个数，它们的差是3的倍数。
　　例3 从1，3，5，7，…，47，49这25个奇数中至少任意取出多少个数，才能保证有两个数的和是52。
　　分析与解：首先要根据题意构造合适的抽屉。在这25个奇数中，两两之和是52的有12种搭配：
　　｛3，49｝，｛5，47｝，｛7，45｝，｛9，43｝，
　　｛11,41｝，｛13，39｝，｛15，37｝，｛17，35｝，
　　｛19，33｝，｛21，31｝，｛23，29｝，｛25，27｝。
　　将这12种搭配看成12个抽屉，每个抽屉中有两个数，还剩下一个数1，单独作为一个抽屉。这样就把25个奇数分别放在13个抽屉中了。因为一共有13个抽屉，所以任意取出14个数，无论怎样取，至少有一个抽屉被取出2个数，这两个数的和是52。所以本题的答案是取出14个数。
　　例4在下图所示的8行8列的方格表中，每个空格分别填上1，2，3这三个数字中的任一个，使得每行、每列及两条对角线上的各个数字的和互不相等，能不能做到？
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　　分析与解：在8行8列的方格表中，8行有8个和，8列也有8个和，2条对角线有2个和，所以一共有8+8+2=18（个）和。因为题目问的是，这18个和能否互不相等，所以这18个和是物品，而和的不同数值是抽屉。
　　按题目要求，每个和都是由1，2，3三个数中任意选8个相加而得到的。这些和中最小的是8个都是1的数相加，和是8；最大的是8个都是3的数相加，和是24。在8至24之间，不同的和只有24-8+1=17(个)。将这17个不同的和的数值作为抽屉，把各行、列、对角线的18个和作为物品。把18件物品放入17个抽屉，至少有一个抽屉中的物品数不少于2件。也就是说，这18个和不可能互不相等。
　　例5用1，2，3，4这4个数字任意写出一个10000位数，从这个10000位数中任意截取相邻的4个数字，可以组成许许多多的四位数。这些四位数中至少有多少个是相同的？
　　分析与解：猛一看，谁是物品，谁是抽屉，都不清楚。因为问题是求相邻的4个数字组成的四位数有多少个是相同的，所以物品应是截取出的所有四位数，而将不同的四位数作为抽屉。
　　在10000位数中，共能截取出相邻的四位数10000-3=9997（个），
　　即物品数是9997个。
　　用1，2，3，4这四种数字可以组成的不同四位数，根据乘法原理有4×4×4×4=256（种），
　　这就是说有256个抽屉。
　　9997÷256=39……13，
　　所以这些四位数中，至少有40个是相同的。
　　 
练习30 
　　1.红光小学每周星期一、三、五、六各举办一种课外活动，问：至少要有多少学生报名参加，才能保证其中至少有3位学生所参加的课外活动完全一样？
　　2.任意取多少个自然数，才能保证至少有两个数的差是7的倍数？
　　3.在前10个自然数中，至少取多少个数，才能保证其中有两个数的和是10？
　　4.右图是一个5行5列的方格表，能否在每个方格中分别填上1，2，3中的一个数，使得每行、每列及两条对角线上的五个方格中的数字之和互不相同？
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　　5.要把85个球放入若干个盒子中，每个盒子中最多放7个。问：至少有几个盒子中放球的数目相同？
　　6.至少取出多少个真分数，才可以保证其中必有两个真分数之差小于[image: image355.jpg]



答案与提示：
练习1 

　　1.6281。解：621819÷（100-1）= 6281。
　　2.（1）由百位加法知，A=B+1；再由十位加法A+ C=B+10，推知C=9，进而得到A=5，B=4（见左下式）。
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　　（2）由千位加法知B=A-1，再由个位减法知C=9。因为十位减法向百位借1，百位减法向千位借1，所以百位减法是（10+B-1）-A=A，
　　化简为9+B=2A，将B=A-1代入，得A=8， B=7（ 见右上式）。
　　3.1÷（2÷3÷4÷5÷6÷7÷8÷9）=90720。
　　4.1÷（2÷3）÷4÷（5÷6÷7÷8）÷9=2.8。
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　　5. 46×79= 23×158= 3634。
　　提示：3634=2×23×79。
　　6.391344。提示：仿照例3。
　　7.774888。
　　提示：仿例4，商的后3位是336，商的第一位是8或9。
练习2
　　1.（1）4285；（2）461538。
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7×(1000A+ B)= 6×(1000B＋A)，
　　化简后得538A=461B，由于538与461互质，且A，B均为三位数，所以A=461，B= 538。所求六位数是461538。
　　2.（1）124×81=10044；（2）117684÷12= 9807。
　　提示：（1）设被乘数为a，由8a≤999，81a≥10000，推知
　　[image: image359.jpg]3 7
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　　所以a=124。
　　（2）根据竖式特点知，商是9807。设除数是a，根据竖式特点由8a＜100，9a≥100，推知
　　[image: image360.jpg]1 2]
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　　所以a=12。
　　3.（1）先将竖式化为整数除法竖式如左下式：　
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　　易知f=2，g=0；由g=0知b，d中有一个是5，另一个是偶数而f= 2，所以b= 5，进而推知d= 6；再由d= 6，f= 2知a= 2或7，而e=3或4，所以a=7；最后求出c=5。见上页右下式。
　　（2）先将除法竖式化为整数除法竖式如左下式：
[image: image362.jpg]



由竖式特点知b=c=0；因为除数与d的乘积是1000的倍数，d与e都不为0，所以d与除数中必分别含有因子23和52，故d=8，除数是125的奇数倍，因此e=5；又f≠0，e= 5，所以f=g=5；由g=5，d=8得到除数为5000÷8=625，再由625×a是三位数知a=1，所以被除数为625×1008=630000，所求竖式见右上式。
练习3
　　1.2。2.4。
　　3.0。
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　　提示：（2）x◇（4◇1）= 7，
　　 x◇（4×3-1×2）= 7，
　　x◇10=7，　　 

　　3x-10×2=7，
　　x=9。　

　　[image: image366.jpg]6 @8
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　　（2）相当于由1×2×3× …×x=40320，求x。
　　40320÷2＝20160，
　　20160÷3= 6720，
　　6720÷4=1680，
　　1680÷5=336，
　　……
　　8÷8=1，
　　即1/40320=1×1/2×1/3×1/4×1/5×1/6×1/7×1/8。所以x=8。
　　7.4。
　　解：x☆（8☆5）= x☆（8×5÷4）= x☆10= x×10÷4，由x×10÷4=10，求得x=4。
　　8.0。
　　解： （4△3）△（2△6）
　　= (4×3-3×3)△(4×2-6/2) 

　　= 3△5=3×5-3×5=0。
　　9.14。
　　提示：新运算“[image: image368.jpg]


”是：从第一个数字起，求越来越大的连续几个自然数的乘积，因数个数是第二个数字。（4[image: image369.jpg]


4）÷（3[image: image370.jpg]


3）= （4×5×6×7）÷（3×4×5）=14。
练习4 [image: image371.jpg]LT (1D AB= %‘*% B@A——+— FEAMEE X, B

a®B= BoA, NEE “o "HEYR w;



[image: image372.jpg]LT (1D AB= %‘*% B@A——+— FEAMEE X, B

a®B= BoA, NEE “o "HEYR w;



[image: image373.jpg]LT (1D AB= %‘*% B@A——+— FEAMEE X, B

a®B= BoA, NEE “o "HEYR w;




[image: image374.jpg]@) W (D fieH “@ "AXHE, B3e2= 203 FL
(3®2) - (2®3) =0.



[image: image375.jpg]@) W (D fieH “@ "AXHE, B3e2= 203 FL
(3®2) - (2®3) =0.




[image: image376.jpg]@) W (D fieH “@ "AXHE, B3e2= 203 FL
(3®2) - (2®3) =0.



　
[image: image377.jpg]3.2
=s@C+S
50 (322) 50G+3




[image: image378.jpg]3.2
=s@C+S
50 (322) 50G+3




[image: image379.jpg]3.2
=s@C+S
50 (322) 50G+3




[image: image380.jpg]3.2
=s@C+S
50 (322) 50G+3




 　　 [image: image381.jpg]B, (583) ®2#50 (3@2) , FLUEHE “o "igFEalt.




[image: image382.jpg]B, (583) ®2#50 (3@2) , FLUEHE “o "igFEalt.




　　2.7。
　　解：原式=（0.5×3+0.8×2.5）÷(0.7×3-0.64×2.5)=7。
　　3.33。
　　提示：从已知的四式发现，第一个数的4倍加上第二个数等于结果，所
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　　[image: image384.jpg]4.4=3;



 

　　提示：由 2⊙3= （A×2-3）÷4=0.75，推知A=3。定义的运算是： m⊙n=（3m-n）÷4。
　　 （5⊙7）×（2⊙2）÷（3⊙2）
　　=[（3×5-7）÷4]×[(3×2- 2)÷4]÷[（3×3-2）÷4]
　　=2×1÷7/4=8/7。
　　5.
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　　6.（1）2，3，1；（2）7或14。
　　提示：（1）（5[image: image386.jpg]


9）[image: image387.jpg]


19= 4[image: image388.jpg]


19=3，5[image: image389.jpg]


（19[image: image390.jpg]


5）= 5[image: image391.jpg]


4= 1。
　　（2）当x＜11时，x是7；当x＞11时，x是14。
　　7.（1）10；（2）4。
　　解：（1）f（g（6））- g（f（3））
　　= f(6÷2+1)- g（3×3-1）= f( 4)- g（8）
　　= （4×4-1）-（8÷2+1）= 10；。 

　　（2）由f( g（x）)= 8=3×3-1，推知g（x）= 3；再由x÷2+1=3，得x=4。
　　
练习5
　　1.是。提示：7018和1392分别是4205与2813的和与差。
　　2.14。
　　提示：已知这两个数的积可以整除4875，说明这两个数都是4875的因数。4875= 3×5×5×5×13，用这些因子凑成两个数，使它们的和是64，显然这两个数是3×13=39和5×5=25。它们的差是39-25=14。
　　3.19。提示：先后填入的三个数依次是7，8，4。
　　4.123654和321654。
　　提示：由题意知，b，d，f是偶数，e= 5，所以a，c只能是1和3。[image: image392.jpg]FHabe R HOEE, FTlha+b+cBER 8RR, A = 2. abodRbi45ERR
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6，进而知f=4，所求数为123654和321654。
　　5.55人。
　　提示：总分等于平均分乘以学生人数，因为平均分90=9×10，所以总[image: image395.jpg]A EOSBEEWES, 108EFE, HEEB=0, A=4. FTREEAER4950+ 90=55
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（人）。

　　6.不能。
　　提示：假设能。因为前两个数的和能被3整除，第2、第3个数的和也能被3整除，所以第1、第3两个数除以3的余数相同。类似可知，排在第1，3，5，7，9位的数除以3的余数都相同。在1～9中，除以3的余数相同的数只有3个，不可能有5个。这个矛盾说明假设不成立。
练习6 

　　1.能被7整除的有250894，675696，805532；
　　能被13整除的有88205，167128，805532，75778885。
　　2.1。
　　提示：175-62=113，只要□内填1，就有175-162=13。
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　　5.能。提示：仿例5。
　　6.4。提示：仿例6。
　　7.0。
　　解：因为8765□4321能被21整除，所以能被7和3整除。
　　由能被7整除，推知下列各式也能被7整除：
　　8765□4-321=876504+□0-321=876183+□0，
　　876-（183+□0）=693+□0。
　　由（693+□0）能被7整除，可求出□=0或7。
　　再由能被3整除的数的特征，□内的数只能是0。
　　8.能被27整除的数有：1884924，2560437，131313555，266117778。
　　能被37整除的数有：1861026，2560437，11159126，131313555。
　　9.能被19整除的数有：55119，55537，186637；
　　能被79整除的数有：55537，71258，5381717。
　　练习7
　　1.五个奇数的和不可能等于22。
　　2.与例3类似，这位同学计算有错误。
　　3.甲胜。
　　提示：七个整数中，奇、偶数的个数肯定不等，如果奇（偶）数多，那么至少有一列的两个数都是奇（偶）数，这列的差是偶数，七个差中有一个偶数，七个差之积必是偶数，所以甲胜。
　　4.偶数。
　　提示：因为这次活动是有来有往，所以总的通信数是偶数。又因为写了偶数封信的人写信的总数是偶数，所以写了奇数封信的人写信的总数也是偶数。因为只有偶数个奇数之和是偶数，所以写奇数封信的人数是偶数。
　　5.奇数。提示：每个同学的得分都是奇数。
　　6.不可能。
　　提示：假设在同一条直线上的红圈数都是奇数，5条直线上的红圈总数就会是奇数（奇数乘以奇数仍是奇数）。因为每个红圈均在两条直线上，所以按各条直线上的红圈数计算和时，每个红圈都被算了两次，所以红圈总数应是偶数。这就出现了矛盾。所以假设在同一条直线上的红圈数都是奇数是不可能的。
　　7.提示：如果每个座位上、下午坐的都是同一个学校的学生，那么每个学校来看电影的学生数应当是偶数，与每所学校有1999名学生来看电影矛盾。这个矛盾说明必有上、下午坐的是不同学校的学生的座位。
　　 

练习8 

　　1.对。提示：因为平方数能被4整除或除以4余1，而形如111…11的数除以4的余数与11除以4的余数相同，余3，所以不是平方数。
　　2.5个。提示：与例4类似分析可知，先排9个奇数页的故事，其中有5个从奇数页开始，再排8个偶数页的故事，都是从偶数页码开始。
　　3.3次。提示：见下表。
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　　4.偶数。
　　提示：这行数的前面若干个数是：0，1，3，8，21，55，144，377，987，2584，…
　　这些数的奇偶状况是：偶，奇，奇，偶，奇，奇，偶，奇，奇，……
　　从前到后按一偶二奇的顺序循环出现。70÷3=23……1，第70个数是第24组数的第一个数，是偶数。
　　5.偶数。
　　提示：号码总和等于100加上小明号码的2倍。
　　6.不能。
　　提示：如果原来写的是1，3，5，那么从第一次改变后，三个数永远是两个奇数一个偶数。
　　7.偶数。
　　提示：如果是奇数，那么分到奇数件礼品的小朋友得到的礼品总数是奇数，而分到偶数件礼品的小朋友得到的礼品总数是偶数，于是得出所有礼品总数是奇数，与888件礼品矛盾。
　　练习9
　　1.不能。
[image: image403.jpg]



　　提示:如右图所示，25个座位分为12白13黑。相邻座位总是一黑一白，因为只有12个白座位，所以原来坐在黑座位上的13人不可能都换到白座位上。
　　2.不可能。
　　提示：一开始亮着的灯（0盏）是偶数，每次有两盏灯亮暗发生变化，不改变亮着的灯数的奇偶性，所以亮着的灯数总是偶数，不可能5盏灯都亮着。
　　3.不能。提示：与例4类似。
　　4.不可以。
[image: image404.jpg]



　　提示：如右图所示，△表示小木屋。守园人只能黑白相间地走，走过的第奇数棵树是白的，第偶数棵树是黑的，走过第48棵树应是黑的，而黑树与小木屋不相邻，无法直接回到小木屋。
　　5.不可行。
　　提示：17人每人打5场（次），共打17×5=85（场），即共有85人次参赛。因为每场球是2人打的，每个人都算一次，所以每赛一场球2人次，不论赛多少场球，总计的人次数应是偶数，与共有85人次参赛矛盾。说明设计的比赛方式行不通。
　　6.不存在。
　　提示：当1≤a≤6时，从a的位置顺时针走a个数的位置，应到达2a的位置；当7≤a≤12时，从a的位置顺时针走a个数的位置，应到达2a-12的位置。由上面的分析知，不论a是什么数，结果总是走到偶数的位置，不会走到7的位置。
　　 练习10 

　　1.（1）11，13，17，31，37，53，71，73；
　　（2）137，173，317，157，571，751。
　　2.17，5，3。
　　提示：c小于9，否则a×b+c＞88。对c=2，3，5，7四种情况逐一试算。
　　3.5。
　　提示：与例5类似。A+6，A+8，A+12，A+14分别与A+1，A+3，A+2，A+4除以5的余数相同。因为自然数除以5只有整除、余1、余2、余3、余4五种情况，原来的四个数都是大于5的质数，不应被5整除，只能是余1、余2、余3、余4，所以A=5。
　　4.2，7，13。
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 5.在高斯求和公式“和=（首项+末项）×项数÷2”中，因为“项数”＞2，所以“首项+末项”＞2。因为“和”是整数，所以“首项+末项”与“项数”中必有一个能被2整除，且商不等于1。这就把“和”分解成了两个大于1的整数的乘积，说明“和”是合数。
　　6.不是。
　　提示：266的个位数是4，388的个位数是1，（266+388）的个位数是5，能被5整除。
　　7.5和43。
　　解：由题意有，10b+a=87a，
　　 10b=86a，
　　5b=43a。
　　因为5与43都是质数，所以a=5，b=43。
　　练习11
　　1.374分米3
　　提示：长方体正面和上面的面积和是：
　　长×高+长×宽=长×（高+宽）
　　=209=11×19=11×（2+7），
　　所求体积为11×2×17=374（分米3）。
　　2.9岁，77岁。
　　提示：693=32×7×11，因为爷孙的岁数都大于4岁，693分解成两个大于4的约数的乘积，有
　　693=7×99=9×77=11×63=21×33，
　　相乘的两个约数减4都是质数的有9×77和21×33，但爷孙的年龄不可能是21岁和33岁，所以是9岁和77岁。
　　3.5种。
　　提示：216=23×33，216的介于5与20之间的约数有6，8，9，12和18五个。
　　4.11岁，87分，第四名。
　　提示：3916=22×11×89，小英的年龄应在7～12岁。
　　5.（1）不一定；（2）不能；（3）不一定；
　　（4）不一定；（5）不一定。
　　6.72，60，84，90。
　　提示：只有一个质因数时，约数最多的是26=64，有7个约数；有两个质因数时，约数最多的是23×32=72，有12个约数；有三个质因数时，约数最多的是22×3×5=60，22×3×7=84，2×32×5=90，各有12个约数。
　　7.甲24环，乙28环。
　　解：因为环数之积都是1764，说明他们的环数中没有0环和10环，环数都是1764的大于0小于10的约数。
　　1764=2×2×3×3×7×7。
　　五箭的环数可能的情况有：
　　（1）1，2×2，3×3，7，7即1，4，9，7，7环，和是28；
　　（2）1，2×3，2×3，7，7即1，6，6，7，7环，和是27；
　　（3）2，2，3×3，7，7即2，2，9，9，7环，和是27；
　　（4）2，3，2×3，7，7即2，3，6，7，7环，和是25；
　　（5）2×2，3，3，7，7即4，3，3，7，7环，和是24。
　　已知甲比乙的总环数少4环，所以甲总环数是24，乙总环数是28。
　　练习12 

　　1.20段。
　　解：（200，240，360）=40，
　　（200+240+360）÷40=20（段）。
　　2.39和52。
　　解：这两个数分别除以13后得到两个互质数，这两个互质数的乘积是2028÷13÷13=12=1×12=3×4，因为13×12=156＞150，所以这两个数分别是13×3=39和13×4=52。
　　3.9。
　　提示：每个九位数都由1～9组成，1+2+…+9=45，由能被9整除的数的特征知，9是这些数的公约数。又因为123456789与123456798相差9，这两个数的最大公约数是9，所以9是这些数的最大公约数。
　　4.21.6米。
　　解：（54，72）=18，54÷18=3，72÷18=4，说明小亮走4步等于爸爸走3步，其中脚印重合一次，留下4+3-1=6（个）脚印。所以花圃周长54×4×（60÷6）=2160（厘米）=21.6（米）。
　　5.59个。
　　提示：增加1个桔子后，桔子数是4，5，6的公倍数。
　　6.11点。提示：［5，6，8］=120（分）=2（时）。
　　7.9，11，13，15。
　　解：6435=32×5×11×13=9×11×13×5，因为［9，11，13，5］=［9，11，13，15］，
所以这四个连续奇数是9，11，13和15。
练习13 

　　1.72×120=（7，120）×［72，120］=24×360。
　　2.12，72与24，36两组。
　　提示：72÷12=6=1×6=2×3，所以有两组：
　　①12×1=12，12×6=72； ②12×2=24，12×3=36。
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　　5.等于。
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　　6.151瓶。
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　　7.120米。
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练习14
　　1.星期五。
　　2.1；9；6；9。
　　提示：由52÷13=1……12，92÷13=6……3知，a2-b2除以13的余数为12-3=9。
　　3.73
　　解：除数×商=被除数-余数=2100-56=2044，2044=22×7×73，
　　因为2044介于56～99之间的约数只有73，所以这个两位数是73。
　　4.842。
　　解：因为 被除数=除数×商+余数=35×商+2，
　　 被除数=903-35-2-商=866-商，
　　所以35×商+2=866-商，
　　所以 商=24，
　　 被除数=866-24=842。
　　5.22。
　　解：这个整数应能整除543-345，且商9，所以这个整数是（543-345）÷9=22。
　　6.25。提示：这个整数应是（312+231+123）-41=625的约数。
　　7.星期一。
　　提示：五月有31天，31=7×4+3，所以有5天的星期数是星期一、二、三，5月1日是星期一。
练习15
　　1.299。
　　解：满足除以5余4的数有4，9，14，19，24，…
　　再满足除以8余3的数有19，59，99，139，179，219，259，299，339，…
　　再满足除以11余2的最小自然数是299。
　　2.82个。
　　3.907。
　　提示：满足除以4余3，除以5余2，除以7余4的最小自然数是67。［4，5，7］=140，67+140×6=907。
　　4.48个。
　　提示：满足除以3余1，除以5余2，除以7余3的最小自然数是52。［3，5，7］=105，（5000-52）÷105=47……13。
　　5.43。
　　提示：除以2与除以3都余1，相当于除以6余1；除以4与除以5都余3，相当于除以20余3。
　　6.5种。
　　提示：容易看出，各买10个是一种买法。7个3元的商品可以换3个7元的商品，可得下面的5种买法：
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　　7.4条大船，3条小船。
　　练习16
　　以下题目可能有多种解法，仅给出一种解。
　　1.（1）3×7+3×l=24；（2）2×5+2×7=24；
　　（3）1+7+4×4=24；（4）1×2×8+8=24；
　　（5）5×6-1×6=24；（6）8×8-5×8=24。
　　2.（1）7×（2+10÷7）=24；（2）5×（3+9÷5）=24；
　　（3）5×（7-11÷5）=24；（4）6×（2+12÷6）=24；
　　（5）5×（4+4÷5）=24；（6）5×（5-2÷10）=24；
　　（7）9×（4-12÷9）=24；（8）9×（7-13÷3）=24。
　　3.（1）6÷（1-3÷4）=24；（2）9÷（2-13÷8）=24；
　　（3）6÷（1-6÷8）=24；（4）12÷（3-5÷2）=24；
　　（5）6÷（13÷4-3）=24；（6）12÷（12÷8-1）=24；
　　（7）8÷（13÷3-4）=24；（8）12÷（7-13÷2）=24。
练习17
　　1.79。
　　解：设原来的两位数为x，则（100+x）+（10x+1）=970。
　　解得x=79。
　　2.372。
　　解：设原来的三位数为x，则
　　（10x+3）-（1000+x）=2351。解得x=372。
　　3.6。
　　[image: image411.jpg]
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　　=100a+10b+c-（a+b+c）
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5.159；951。
　　提示：由例3知，a+b+c=3330÷222=15。
　　6.63。
[image: image418.jpg]SEANFRIE A, NG



（10a+b）-（a+b）×6=9，
　　化简得4a-5b=9。解得a=6，b=3，所求两位数为63。
　　7.267。
　　解：设三位数的百位数字为a，后两位数为x，则有
　　4x-（100a+x）=1，
　　3x=100a+1。
　　因为x是两位数，所以3x＜300，推知a=1或2。
　　若a=1，则x=101÷3不是整数，不合题意；
　　若a=2，则x=201÷3=67。所求三位数为267。
　　练习18
　　1.45和46，最大积是2070。
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　　3.123456789×987654321大。
　　4.298米。
　　提示：5544=23×32×7×11。因为5544的两个最接近的因数是23×32=72和7×ll=77，所以这块地长77米，宽72米。最短的围墙长是（77+72）×2=298（米）。
　　5.19=3+3+3+3+3+2+2。
　　6.8531和7642。
　　提示：高位数字越大，乘积越大，所以它们的千位分别是8，7，百位分别是6，5。两数和一定时，这两数越接近乘积越大，所以一个数的前两位是85，另一个数的前两位是76。同理可确定十位和个位数。
　　7.最大数是9999978596061…99100，
　　最小数是10000012340616263…99100。
　　解：要得到最大的数，左边应尽量多地保留9。因为1～59中有109个数码，其中有6个9，所以剩下的数如果左边保留6个9，那么必须划掉109-6=103（个）数码，不合要求。因此左边只能保留5个9，即保留1～49之中的5个9，划掉1～49中其余的84个数码，然后在后面再划掉16个数码，尽量留下大数（见下图）：
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　　所以最大数是9999978596061…99100。
　　同理，要得到最小的数，左边第一个数是1，之后应尽量保留0。2～50中有90个数码，其中有5个0，划掉非0的90-5=85（个）数码，然后在后面再划掉15个数码，尽量留下小数（见下图）：
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　　所以最小数是100000123406162…99100。
　　 练习19 
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　　5.
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　　练习20
　　1.10厘米2。
[image: image426.jpg]



　　提示：右图中四个小三角形的面积都相等。
　　2.280厘米2。
　　解：14×BC=16×CD，所以BC∶CD=16∶14=8∶7。
　　因为BC+CD=75÷2=37.5，所以
　　[image: image427.jpg]8
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　　平行四边形ABCD的面积等于14×20=280（厘米2）。
　　3.64米2。
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　　提示：右图中每个小矩形的宽是2，面积是80÷4，所以水池的边长是80÷4÷2-2=8（米）。
　　4.4厘米。
　　提示：见左下图。上底=28÷7=4（厘米）。
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　　5.6。
　　提示：如右上图，S△ACF=S△BCF，
　　S△BFD=S△EFD=S△CFE。
　　6.51厘米2。
　　解：左下图阴影部分即为增加部分，如右下图重新拼合，所得阴影部分的长为（28÷2+3）厘米，宽为3厘米，面积为（28÷2+3）×3=51（厘米2）。
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　　7.5。
　　提示：连结AF和AC（见右图）。容易求出
　　S△EBF=2S△ABC。同理可求出
　　S△HDG=2S△ADC。
　　所以S△EBF+S△HDG=2S△ABCD。同理可
　　知S△EAH+S△GCF=2S△ABCD，所以
　　S EFGH=S△EBF+S△HDG+S△EAH+S△GCF+S ABCD
　　=5S ABCD=5。
　　练习21
　　1.400厘米2。
　　解：扇形CEF与直角三角形ABC的面积相等，∠C=45°，所求圆的面
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　　2.140厘米2。
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　　提示：所求面积等于右图中阴影部分的面积，为
　　（20-5+20）×8÷2

　　=140（厘米2）。
　　3.24厘米2。
　　提示：扇形ABD的面积为π×4×4÷4=12.56（厘米2），
　　直角三角形ABC的面积为12.56+3.44=16（厘米2），BC=16÷4×2=8（厘米），
　　梯形ABCD面积为（4+8）×4÷2=24（厘米2）。
　　4.8。
　　提示：由三角形ADC与三角形EBC的面积相等，推知阴影部分与三角形BCF面积相等。
　　5.1厘米。
　　解：（4×6-9）÷6×2=1（厘米）。
　　6.3厘米。
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　　解：连结CB（见右图）。三角形DCB的面积为
　　4×4÷2-2=6（厘米2），
　　CD=6÷4×2=3（厘米）。
　　7.12厘米2。
[image: image435.jpg]



　　解：连结DF（见右图）。因为AE=ED，所以△BED与△ABE面积相等，
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　　解得S△ABF=12，即阴影部分的面积和为12厘米2。
　　练习22

　　1.（1）25；（2）ab。
　　提示：（1）[image: image442.jpg]
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　　2.4.56厘米2。
　　提示：如左下图所示，所求面积等于右下图中圆面积减去正方形面积，等于（4÷2）2π-4×4÷2= 4.56（厘米2）。　
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　　3.下底9厘米，高6厘米。
　　解：用两个同样的等腰直角三角形拼成一个正方形（见左下图），大正方形的面积为36×2+3×3=81（厘米2）。边长为9厘米。所求梯形的下底为9厘米，高为9-3=6（厘米）。
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　　4.6厘米。
　　提示：与例4类似，右上图中甲、乙的面积相等，所以，CD=18÷3=6（厘米）。
　　5.117厘米2。
[image: image447.jpg]



　　提示：与例5类似，下图中丙与乙相同，C与C＇相同。甲、乙的边长和等于45÷3=15（厘米），甲的边长为（l5+3）÷2=9（厘米）。
　　甲、乙的面积和为9×9×2-45=117（厘米2）。
　　6.20厘米2。
[image: image448.jpg]



　　解：将AD，BC分别延长，相交于E（见右图）。四边形ABCD的面积等于等腰直角三角形ABE与等腰直角三角形CDE的面积之差，为7×7÷2-3×3÷2=20（厘米2）。
　　练习23
　　1.甲72元，乙28元。
　　提示：设甲有存款x元，可得方程
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　　2.甲1600克，乙1000克。
　　提示：设甲容器原有x克，可得方程
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　　3.80吨。
　　解：设小池注满水为x吨，则大池注满水为1.5x吨。由两池共有水量，可列方程1.5x+5=x+30。
　　解得=50。两池共有水50+30=80（吨）。
　　4.14个男孩，8个女孩。
　　提示：设有x个男孩。因为每个人看不到自己的帽子，根据男孩看的情况，有女孩（x-5-1）个。再根据女孩看的情况，可列方程x=［（x-5-l）-1］×2。
　　5.50个。　解：设原有女生x个。根据男生人数可列方程（x-10）×1.5=（x-20）×4。
　　解得x=26。男生有（26-20）×4=24（个），共有学生26+24=50（个）。
　　6.380克。
　　解：设含金x克，则含银（500-x）克。根据减轻的重量可列方程
　　[image: image451.jpg]x x
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　　解得x=380（克）。
　　7.49只。
　　解：设这群羊原有x只。由原有公羊只数可得方程
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　 练习24
　　1.30分。
　　提示：骑车比步行单程少用70-50=20（分）。
　　2.15千米。
　　解：设他步行了x千米，则有x÷5+（60-x）÷18=5.5。
　　解得x=15（千米）。
　　3.10米/秒；200米。
　　解：设火车长为x米。根据火车的速度得（1000+x）÷120=（1000-x）÷80。
　　解得x=200（米），火车速度为（1000+200）÷120=10（米/秒）。
　　4.2时15分。
　　解：上山用了60×3+50=230（分），由230÷（30+10）=5……30，得到上山休息了5次，走了230-10×5=180（分）。因为下山的速度是上山的1.5倍，所以下山走了180÷1.5=120（分）。由120÷30=40知，下山途中休息了3次，所以下山共用120+5×3=135（分）=2时15分。
　　5.57.6千米/时。
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　　6.3千米/时。
　　解：（480÷16-480÷20）÷2=3（千米/时）。
　　7.17.5千米/时。
　　解：设两码头之间的距离为x千米。由水流速度得
[image: image454.jpg]%
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　　解得x=120（千米）。所以轮船在静水中的速度为120÷6-2.5=17.5（千米/时）。
练习25
　　1.60米。
　　解：（2800-130×10）÷（10×2+5）=60（米）。
　　2.176千米。
[image: image455.jpg]R REBMRET2BO12- (12+D ==, 28Y




[image: image456.jpg]R REBMRET2BO12- (12+D ==, 28Y
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3.2196米。
　　解：因为小红的速度不变，相遇地点不变，所以小红两次走的时间相同，推知小强第二次比第一次少走4分。由（70×4）÷（90-70）=14（分），
　　推知小强第二次走了14分，第一次走了18分，两人的家相距（52+70）×18=2196（米）。
　　4.8秒。
　　提示：快车上的人看见慢车的速度与慢车上的人看见快车的速度相同，[image: image458.jpg]BRI K L E TRz A T BT (AL, BErREf 11X %, 8
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（秒）。
　　5.10000米。
　　解：出发后10分钟两人相距（250-100）×10=1500（米）。[image: image460.jpg]RSP E0 10 (l0+20) =2 OF) , ZBiELF 1500
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米，需要
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　　乙从出发共行了100分钟，所以A，B两地相距100×100=10000（米）。
　　6.104分。
　　解：甲追上乙一条边（400米）需400÷（50-46）=100（分），
　　此时甲走了50×100=5000（米），位于某条边的中点，再走200米到达前面的顶点还需4分，所以出发后100+4=104（分），两人第一次在同一边上行走。
　　7.280米。
　　解：狗跑3×3=9（米）的时间兔子跑2.1×4=8.4（米），狗追上兔子时兔子跑了8.4×[20÷（9-8.4）]=280（米）。
　练习26
　　1.60千米。
　　解：两人相遇时甲比乙多走30千米，此时已走了30÷6=5（时），是下午1点。说明甲每小时走15千米，所以东、西两村相距15×（12-8）=60
　　2.630米。
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　　3.780米。
　　解：设甲每分钟走x米。由A，B两地距离可得（x+50）×6=（x-50）×26。
　　解得x=80（米）。所以A，B两地距离为（80+50）×6=780（米）。
　　4.7倍。
　　提示：汽车与自行车的速度差等于自行车与行人的速度和，以行人的速度为1，则自行车的速度为3，汽车的速度为3×2+1=7。
　　5.18千米/时；9分。
　　提示：与例3类似，由[7.2，12]=36，假设此人向前走36分钟，再向回走36分钟，共遇到同方向的车36÷7.2+36÷12=8（辆），
　　两车间隔（36+36）÷8=9（分）。电车速度为4.5×[7.2÷（9-7.2）]=18（千米/时）。
　　6.8点30分。
解：火车每分钟行30×1000÷60=500（米），

工人每分钟行
　　[image: image466.jpg]TABRHE (500% 2-110) = 2 =60 CK)




农民每分钟行
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　　8点时工人与农民相距（500+50）×6=3300（米），两人相遇还需3300÷（60+50）=30（分），即8点30分两人相遇。
　　7.9千米。
　　解：设小红出发时离火车开还有x时。由到车站的距离可列方程
[image: image468.jpg]4x+1=5% (x'%





　　解得x=2（时）。所以小红家距车站4×2+1=9（千米）。
练习27
　　1.C。
　　提示：由B，D所说知，C不挨着B，再由C所说知，C不挨着D，所以C的两边是A和E。
　　若C，A，E的位置如左下图，则由A所说，推知A的右边是D，此时D在B的左边，B说的正确，与题意不符；
　　若C，A，E的位置如右下图，则推出的结果符合题意。
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　　2.A，B，C，F。
　　提示：用假设法。从条件（1）开始，有三种情况：
　　①假设选A不B选，由（2）知D不能入选，再由（5）知C入选，再由（4）推知C，B同时入选，与前面假设不选B矛盾。假设不成立。
②假设选B不选A，由（3）知选E，F，由（6）知D入选，再由（5）知C不入选，再由（4）推知B，C都不入选，与假设选B矛盾。假设不成立。
③假设A，B都入选，由（2）知D不入选，由（6）知E也不入选，再由（3）知F入选，由（4）知C入选。符合题意。因此，A，B，C，F选中参展。
　　3.老王，方丽，小红；老张，李玲，小平；老陈，刘英，小虎。
　　提示：由题意可画出下面三个表：
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　　将表2补全为表4。由表4知老陈的儿子是小虎，而李玲的孩子是女儿，所以老陈和李玲不是一家人，由此可将表1补全为表5。
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　　4.甲，广西，教师；乙，山东，演员；丙，辽宁，工人。
　　提示：由题意可画出下面三个表：[image: image472.jpg]#3
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　　将表3补全为表4。由表4知，工人是辽宁人，而乙不是工人，所以乙不是辽宁人，由此可将表1补全为表5。
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　　5.（4）正确。
　　提示：假设（1）正确，则甲、乙、丙都没说错，与假设矛盾；
　　假设（2）正确，则甲、乙、丙都说错了，与假设矛盾；
　　假设（3）正确，可是三个人都说有两人说谎，即三人都说错了，与假设矛盾；
　　假设（4）正确，推不出矛盾，符合题意。
　　6.8岁。
　　提示：假设最小的男孩4岁，那么最大的女孩4+4=8（岁），四个女孩年龄都不同，最小的女孩应是5岁，最大的男孩5+4=9（岁），与题目说最大的孩子10岁矛盾。假设不成立。
　　再假设最小的女孩4岁，那么最大的男孩8岁，最小的男孩6岁，最大的女孩10岁，符合题意。所求最大男孩是8岁。 
练习28
　1.红色。

提示：与例1类似。小儿子前面三个哥哥至少有1人戴红帽子，否则，若是蓝、蓝、黄，则小儿子就能判断出自己戴的是红帽子；同理，三儿子前面两个哥哥至少有1人戴红帽子，否则，三儿子就能判断出自己戴红帽子；同理，若大儿子戴的不是红帽子，则二儿子就能判断出自己戴的是红帽子。
　　2.四个班的正、副班长分别是B和H，A和F，C和E，D和G。
　　提示：两人同班的必要条件是不能同时参加同一次会议，由于B三次会都参加了，而H没参加，所以B和H同班。
　　3.丁。
　　提示：由题意知，乙坐3号，乙和丙不相邻，故丙在1号；又甲不在乙、丙之间，故丁在乙、丙之间，即丁在2号。
　　4.小吴25岁，小张23岁，小徐22岁。
　　提示：假设张22岁是真的，那么徐说“小张23岁”是假的，徐说的其他两句话都是真的，所以吴25岁，小徐小于22岁，由此推知小吴说的三句话中，“小徐和我差3岁”及“小徐25岁”这两句话都是假的，与每人有一句假话矛盾，所以小张不是22岁。
　　因为小张的“我22岁”是假的，其余两句话是真的，所以小吴比小徐大3岁，小张比小徐大1岁。如果小徐说的“小张23岁”是假的，那么“小吴比小张大3岁”是真的，推知小徐与小张同岁，则小徐所说“我比小张年岁小”是假的，小徐有两句话是假的，与题意不符，所以“小张23岁”是真的。由此推知，小吴25岁，小徐22岁。
　　5.提示：（1）三队循环赛，每队都打2场，所以C队只赛1场是错误的。
　　（2）A队才打2场，不可能胜2平1，并且胜的总场数与负的总场数应相等，现表中胜3负2不合理，从A队得3分看，A队可能是胜1平1。打平双方都记1分，所以平球的总分不可能是奇数，从C队的得分看，C队平球是1场不是2场。这样，胜、负、平的场数才合理，与各队得分也相吻合。
　　（3）A队既然胜1平1，不可能进0个球，打球双方有几个进球就有几个失球，失球总数是9，所以A队进球数的0应改为6。
　　表格正确填法如下：　　[image: image475.jpg]35
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　　6.8分。
　　提示：甲、乙、丙各有1道未答，由得分情况知，乙对4道

错1道，甲、丙各对3道错2道。因为甲、乙有3道的答案不同，且两人共错3道，所以两人的错误只能发生在①④⑥题上，由此得到另三道的正确答案：②√③×⑤√。对照知，丙的②⑤题答错了，所以丙答的其它题都正确，得到①×⑥√。因为乙就错1道，⑥题已错，故④题的正确答案为④×。对照推出的正确答案，丁对4道错2道，得8分。
练习29
　　1.4箱。提示：92÷（138-110+1）=3……5。
　　2.28人。提示：200÷（8-1）=28……4。
　　3.8堆。
　　提示：每堆只有一枚分币的有1分、2分、5分三种情况，每堆有两枚分币的有1分与2分，1分与5分，2分与5分三种情况，每堆有三枚分币的只有一种情况。将这3+3+1=7（种）情况作为7个抽屉。
　　4.11人。
　　提示：四类书至多借2本的借法有：
　　甲，乙，丙，丁，甲乙，甲丙，甲丁，乙丙，乙丁，丙丁共10种。将这10种借法看成10个抽屉。
　　5.正确。
　　提示：75年约有60×60×24×366×75≈23.72（亿秒），以每2秒为一个抽屉，共有23.72÷2=11.86亿（个）抽屉，将12亿件物品放入11.86亿个抽屉，至少有一个抽屉有不少于2件物品，即至少有两人的出生时间在两秒之内。
　　6.43人。
　　提示：从4名候选人中选出2名，共有3+2+1=6（种）不同的选法。将这6种选法作为抽屉，全班学生作为物品，至少应有6×（8-1）+1=43（件）物品。
　　7.提示：假设16个小朋友每人分到的饼干数目都不相同，则至少有1+2+3+…+16=136（块）饼干，现在只有135块饼干，所以假设不成立。
　　练习30
　　1.31名。
　　提示：只参加一次活动的有4种选择；
　　参加两次活动的有下面6种选择：
　　｛星期一、三｝，｛星期一、五｝，｛星期一、六｝，
　　｛星期三、五｝，｛星期三、六｝，｛星期五、六｝；
　　参加三次活动的有下面4种选择，
　　｛星期一、三、五｝，｛星期一、三、六｝，
　　｛星期一、五、六｝，｛星期三、五、六｝；
　　参加四次活动的有1种选择。
　　共有4+6+4+1=15（种）选择。
　　2.8。
　　提示：与例2类似，按除以7的余数将自然数分为7类。
　　3.7。
　　提示：与例3类似，分下面6个抽屉：(1，9)，(2，8)，(3，7)，(4，6)，(5)，(10)。
　　4.不能。提示：与例4类似。
　　5.4个。
　　提示：每盒放1，2，3，4，5，6，7个球，这样的七盒共放球
　　1+2+3+4+5+6+7=28（个），
　　85÷28=3……1，
　　所以至少有4个盒中的球数相同。
　　6.11个。
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